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Chaostheorie E

(Der Schmetterlingseffekt)?

https://youtu.be/055 gkvcQ9U

Name: ... o vorname: o . Klasse: ..

Individueller Parameter (Nummer k): ... POW-Zahl:® ...

Bei der mathematischen Modellierung der Dynamik der Erdatmosphére zwecks Wet-
terprognose hat man festgestellt, dass bei winzigen Veranderungen von Parametern,
langfristige Prognosen sehr unterschiedlich ausfielen. Edward N. Lorenz hat dafur
den Begriff «Schmetterlingseffekt» gepragt. Ein Schmetterling, der im Amazonas
die Flugel schlagt, kann dadurch Monate spéater in Texas einen Tornado auslosen.

Das «chaotische System», das hier untersucht wird, ist die Reflexion von Lichtstrah-
len in einer Ellipse. Die beiden von demselben Punkt ausgehenden Strahlen folgen
geringfugig unterschiedlichen Richtungen. Danach wird verfolgt wie weit die Refle-
xionspunkte auf der Ellipse der beiden Strahlen auseinander liegen.

Obige Figur zeigt zwei Strahlen (rot und blau), die von einem Punkt P, ausgehen

und danach drei Mal reflektiert werden. Chaotische Systeme mit nichtlinearer Dy-
namik sind dadurch gekennzeichnet, dass anfanglich geringfiigig unterschiedliche
Zustande exponentiell auseinanderstreben. Im Gegensatz dazu wachsen die Ab-
stande zwischen zwei Zustdnden bei nicht-chaotischen Systemen gleichférmig.
Im hier verwendeten System kann der Abstand zwischen zwei Zustanden nicht

@ Unterlagen auf https://www.mathepauker.com/Musterex/Benedict/Projektarbeiten/Chaostheorie.pdf
b Falls k-Wert und POW-Zahl inkompatibel sind wird die Arbeit nicht bewertet.
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grosser werden als die grosse Achse der Ellipse. Anstatt einem exponentiellen
Wachstum werden hier wilde Oszillationen beobachtet. Die Funktionsgleichung der

verwendeten Ellipse ist
2

X .
¥+y2:1 mit a>1

Als Mass dafir wie «abgeflacht» die Ellipse ist, dient die lineare Exzentrizitat e =
\/a2 —1. Wenn a=1,resp. e =0 istdie Ellipse ein Kreis.

Es ist nun so, dass Reflexionen an einem Distanz
Kreis nicht chaotisch verlaufen. Die Ab- 12
stande zwischen den Punkten wachsen /
linear. Siehe dazu nebenstehendes Dia- 1 v
gramm, fur a =1, Startpunkt mit x, = 0.6 /
und y, =—-0.8, mit Steigungen m, =2 08 7
und my =2.01 far rund 300 Reflexionen. /

Natrlich kann der Abstand nicht endlos o8
linear anwachsen. Der beobachtete
«langfristige Verlauf» sieht aus wie anei- %
nandergereihte nach unten getffnete Pa-
rabeln. Sobald der Kreis zu einer Ellipse 02
abgeplattet wird erscheinen im Diagramm

mit den Abstéanden starke Oszillationen. 0
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Nebenstehendes Diagramm ist fur a = Distanz
1.05, resp. e =0.3202, Startpunkt mit X, 03
=0.6 und y,=0.82065, mit Steigungen I
my =2 und my =2.01. L f
Als Mass dafir wie stark die Kurve oszil- ||
liert werden die Abstande zwischen den o it
Reflexionspunkten aufsummiert. Dies II
entspricht ungefahr der Bogenlange der 015 il
Kurve.

Im folgenden gilt die lineare Exzentrizitat 01 d
als Mass dafur wie stark die Ellipse abge- l
plattet ist und die Summe der Abstande, - )

resp. die «Bogenlange» der Kurve gilt als I"” ||"” ||

100

ein Mass dafur wie «chaotisch» sich das i
System verhalt. o %
Weil das System fir einen Kreis, d.h. fir e =0 sich nicht chaotisch verhélt, liegt die
Vermutung nahe, dass zwischen Abplattung der Ellipse und dem mehr oder weniger
chaotischem Verhalten des Systems ein Zusammenhang besteht. Es ist ein Ziel
dieser Ubung den vermuteten Zusammenhang zu Uberprufen.

Fur eine ausfuhrliche Diskussion von Chaos bei Reflexionen in einer Ellipse siehe
z.B. https://serendipstudio.org/chaos/doc.html.

150 200 250 300
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Die Ubung
Die EXCEL-Tabelle fir die Ubung findet man unter dem Link

https://www.mathepauker.com/Musterex/Benedict/Projektarbeiten/Chaostheorie.xIsx

In Zelle B1 setzt man zunachst 1, d.h. zu Beginn soll gelten a=1 und in Zelle B8
wird der Wert des individuellen Parameters k eingetragen.

Danach werden in die Zellen B2, B3 und B4 die Parameter x, m, und sign ent-
sprechend dem individuellen Parameter k eingetragen. Siehe dazu die Tabelle im
Anhang. Danach werden flr sechs Werte von a wie folgt: a; =1, a,=1.01, a; =
1.02,a,=1.03,a;=1.04 und az; =1.05 Werte in den Zellen B10 und B12 he-
rausgelesen und in die grin markierte Tabelle in den Zellen A15, A16, ....., A20
und B15, B16, ..... , B20 eingetragen. In dieser Tabelle befinden sich der linearen
Exzentrizitat und der natirliche Logarithmus der Bogenlange der Kurve mit den Ab-
standen entsprechend den sechs Werten des Parameters a. Fur diese Werte erhalt
man fur die lineare Exzentrizitat Werte von 0, 0.1418, 0.201, 0.2468, 0.2857 und
0.3202. Diese wurden so eingetragen so, dass man in der Spalte A nichts @ndern
muss. Man muss also bloss fir die sechs Werte von a den natlrlichen Logarithmus
der Bogenlange in die Zellen B15 bis B20 eintragen. Man verandert also in Zelle
B1 den Wertvon a, liestin Zelle B12 den naturlichen Logarithmus der Bogenlange
und Ubertragt ihn in die zugehdorige Zelle in Spalte B.

Erst nachdem das fiir den letzten Wert von a, a; = 1.05, erledigt ist, liest man im
Feld B13 die «POW-Zahl» (Proof of work) und notiert sie in Zelle B13.

Die Tabelle ist so eingestellt, dass fur eine anfangliche Steigung m, des ersten
Strahls die anfangliche Steigung m, des zweiten Strahls um 0.005 grosser ist. Bei
einer Steigung m, = 0.7 ware also m,’ = 0.705.

Der Bericht

Als Bericht werden die ausgedruckten, in der Klasse ausgeteilten Seiten mit den
Unterlagen eingereicht. Auf der ersten Seiten wird die «POW-Zahl» aus Zelle B3
der EXCEL-Tabelle eingetragen. Danach wird untenstehende Tabelle mit der Info in
den Zellen B15 bis B20 von Hand ausgefullt.

Lineare Exzentrizitat 0 0.1418 | 0.201 | 0.2468 | 0.2857 | 0.3202

In(«Bogenlange»)
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In(Bogenlédnge)

B5

Die oben tabellierten Daten sollen grafisch "
dargestellt werden. Diese Diagramme zei- 35
gen meist eine lineare Beziehung zwischen 3 v
der linearen Exzentrizitdt e und dem Loga- 25 /"
rithmus der Bogenléange. Dies bedeutet, 2
dass fur kleine Werte der Exzentrizitat die 15
Bogenlange exponentiell wachst. 1
0.: //
In(Bogenliange)
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Parameter
K | X, | mg |sign| POW | Kk | X, | m, | sign| POW | k | X, | m, | sign | POW
1 [-07[-15] 1 51 [-03[-13] 1 100[]05[-11] 1
2 [-07]-14] 1 52 |-03[-12] 1 102 05 | -1 1
3 [-07]-13] 1 53 |-03[-11] 1 03[ 05 |-09] 1
4 |-07]-12] 1 54 | -03] -1 1 10405 ]|-08] 1
5 [-07]-11] 1 55 | -03[-09] 1 105 [ 05 |-07] 1
6 [-07] -1 1 56 |-03[-08] 1 106 [ 05 |-06 | 1
7 [-07]-09] 1 57 |-03[-07] 1 10705 ]|-05] 1
8 |-07]-08] 1 58 |-03[-06] 1 108 05 |-04] 1
9 [-07]-07] 1 50 [-03[-05] 1 109/ 0504 1
10 [-07]-06] 1 60 [ -03[-04] 1 12005 |05 | 1
1 [-07]-05] 1 61 [-03[04 | 1 111 [ 05 | 06 | 1
12 [-07]-04] 1 62 [ -03[ 05| 1 112 [ 05 | 07 | 1
13 [-07] 04| 1 63 |-03] 06 | 1 113/ 05| 08 | 1
14 [-07] 05| 1 64 [-03[07 | 1 12405 |09 | 1
15 [-07] 06 [ 1 65 [ -03[08 | 1 15[ 05 | 1 1
16 |07 07| 1 66 [ -03[09 | 1 116 [ 05 | 11 [ 1
17 [-07] 08 [ 1 67 [ -03] 1 1 11705 [ 12 [ 1
18 [-07] 09 | 1 68 [-03[ 11| 1 118 [ 05 | 13 | 1
19 [-07] 1 1 69 [-03[12 ] 1 119 05 | 14 [ 1
20 |07 11 1 70 [-03[13] 1 120/ 05 |15 [ 1
21 |07 12 ] 1 71 [-03[14] 1 121 07 [-15] -1
22 |07 13 [ 1 72 [-03[15] 1 122 [ 07 | -14] -1
23 |-07] 14 1 73 {03 [-15] -1 12307 |-13] -1
24 |-07] 15[ 1 74 [ 03 [-14] -1 12407 |-12] -1
25 | 05[] -15] -1 75 [ 03 [-13] -1 125 [ 07 [-11] -1
26 [-05]-14] 1 76 [ 03 [-12] -1 126 [ 07 | -1 [ -1
27 |-05]-13] -1 77 {03 [-11] -1 12707 |-09] -1
28 |-05]-12] -1 78 {03 [ -1 | -1 128 | 0.7 | -08 | -1
29 [-05]-11] 1 79 03 [-09] -1 129 07 [ -07] -1
30 05[] -1 | -1 80 [ 03 [-08] -1 130 | 07 | -06 | -1
31 |-05]-09] -1 81 |03 [-07] -1 131 [ 07 |-05] -1
32 |-05]-08] -1 82 | 03 [-06] -1 132 [ 07 | -04 | -1
33 |-05]-07] -1 83 [ 03 [-05] -1 133 07 |04 | 1
34 | 05[] -06] -1 84 [ 03 [-04] -1 134 [ 07 | 05 [ -1
35 |-05]-05] -1 85 | 03[ 04| -1 135 [ 07 | 06 | -1
36 |-05]-04] -1 86 | 03 [ 05| -1 136 [ 0.7 | 0.7 | -1
37 |05[ 04| -1 87 (03] 06 | -1 13707 |08 [ -1
38 | 05[] 05| -1 88 [ 03[ 07 | -1 138 [ 0.7 | 09 [ -1
39 |[-05] 06 [ -1 89 |03 [08 | -1 139 [ 07 | 1 -1
40 |-05] 07 | -1 90 |03 [09 | -1 140 07 | 11 | -1
41 | -05] 08 | -1 91 [ 03 [ 1 -1 14107 [ 12 ] 1
42 | -05] 09 | -1 92 03[ 11| -1 142 [ 07 | 13 [ -1
43 |05 1 -1 93 |03 [12] -1 14307 |14 | 1
44 |05 11 | -1 94 |03 [ 13| -1 14407 | 15 | -1
45 |05 12 | -1 95 {03 [ 14 | -1 145 07 [-15] 1
46 | -05] 1.3 | -1 96 [ 03 [ 15| -1 146 [ 06 [ -14 [ 1
47 |05 14 | -1 97 o5 [-15] 1 14706 |-13] 1
48 | 05| 15 | -1 98 |05 [-14] 1 148 [ 06 | -12 | 1
49 [-03]-15] 1 99 |05 [-13] 1 149 06 [-11] 1
50 | 03] -14] 1 100 | 05 [ 12| 1 150 [ 0.6 | -1 1
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