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1 .1 . Geradengleichung aus Steigung und y-Achsenabschnitt

In dieser Form lautet die Gleichung der
Geraden wie folgt:

9 :  Y=mx+b

Dabei ist m die Steigung oder der
Tangens des Steigungswinkels cr, d.h.

f f i = t anc r

Der Steigungswinkel ist der Schnittwinkel der Geraden mit der x-Achse.
Es gilt -90o s ü, < 90o.
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-0--->

I

tv
I
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I-0-_+X
I
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|  
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I

a>0  c r=0  c r<0
m>0  f f i =O  m<0

Bsp. r  y=2x-1  Bsp. :  y=7 Bsp. t  y=3-2x

Eine Gleichung der Form v = mx stellt eine Gerade dar, die durch den
Koordinatenursprung geht. Liegt ein Punkt auf einer Geraden, dann erfüllen seine
Koordinaten die Geradengleichung. Eine Geradengleichung der Form

Y=rnx+b

bezeichnen wir fortan als Normalform. Jede Gleichung der Form €x + by + d = 0
oder €x + by = d stellt jedoch eine Gerade in der Ebene dar. Gleichungen dieser
Art werden fortan als Koordinatengleichungen bezeichnet. Sind die zwei
Geraden gr und gz parallel, so sind ihre Steigungen m1 und m2 gleich.
Umgekehrt gilt, dass zuei Geraden parallel sind, falls ihre Steigungen gleich sind,
d.h. ff ir = ff iz e gr l l  gr.

1. Beispiel: Es sei eine Gerade g gegeben wie folgt: g: v = 2x-7. Bestimme ob

die Punkte t(3) und 
"(-t ) 

auf s tiesen.

Lösung:  Wei l  3= 2 '5-7  g i l t  Pe g ,wohingegen OGg,wei l  -3*  z .g-7 .

g

l' rn
tl-i-*"

cr = +90o

lm l  +  oo
Bsp. t  x  = 4
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1.2. Nullstel le einer Geraden

Die Nullstelle x1 oder den "x-Achsenabschnitt" einer
Geraden g erhält man aus ihrer Gleichung, indem man
für  y  denWer tNul l  e insetä .  Für  g :  y=mx+b erhä l t
man demzufolge X1 = -b / m.

1. Beispiel: Bestimme die Nullstelle der Geraden g,
deren Gleichung gegeben ist wie folgt: g:
3x -  5y + 18 = 0.

Lösung: Durch die Substitution y * 0 erhält man 3x.,
+ 18 = 0. Auflösen nach x1 ergibt Xr = -6.

2. Beispiel: Bestimme die Gleichung einer Geraden g
und einer Nullstelle bei xt = 7 .

mit der Steigung fir = -2

Lösung: Es gilt b = -ITIX1 = -e).7 = 14. Eine Gleichung für g lautet dann
9:V=14-2x '

-0
I
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1.3. Gerade durch zwei Punkte

-0
I

Es soll eine Gerade g durch zueiPunkte Af3 und t(l) gelegt werden. Die
\n/

Gleichung von g wird in zwei Schritten erzeugt.

1. Schritt: Zunächst wird aus den Koordinaten der
beiden Punkte A und B die Steigung
von g berechnet wie folgt: Äx = b* - a",
ay = b, - e, ln = ay/lx = by - arlb* - ä*.

2. Schritt: In die Gleichung von g setzt man die
Koordinaten von entweder A oder B ein
und berechnet den y-Achsenabschnitt
von g. Damit ist g vollständig bestimmt.

Beispiel: Bestimme eine Gleichung für die Gerade g durch zwei Punkte A und B

wie rorst: ^(3) und t(.?)

Lösung: Wir berechnen zunächst die Steigung wie folgt: Ax = -3 -2 - -5, Ly = -7 -
8 = -15, m = LylÄx = -151(-5) = 3. Damit haben wirfür g eine Gleichung
mit vorläufig unbestimmtem y-Achsenabschnitt. g: y = 3x + b. In diese
Gleichung setzen wir die Koordinaten des Punktes A ein und erhalten I
- 3' 2 + b. Somit ist b = 2 und die vollständige Gleichung von g lautet
9 :Y=3x+2 '
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1.4. Parallele und lotrechte Geraden

Parallele Geraden haben gleiche Steigungen. Stehen zwei Geraden gr und gz
senkrecht aufeinander, so ist das Produkt ihrer Steigungen gleich -1 , d.h.

m1 m,  -  -1  € ,  9r  I9z

Beispiel: Bestimme eine Gerade gz so, dass sie durch den Punkt t(l) geht und

zur Geraden gr senkrecht steht. Die Gerade gr ist gegeben wie folgt:
g. ' : 3x + 5y - 4 = 0.

Lösung: Aus gr:y = (4 - 3x)/S erhält man ff i1 = -315. Fürdie Steigung m2 von
gz erhält man folgendes: ff i2 = -1 lmt = 5/3. Dies ergibt gz:y = (5/3)x +
b2.  Wei l  Pe gz  g i l t  3=(5  l3 ) .1  +br .  Manerhä l tzunächst  br=413
und schliesslich für gz folgendes: gz: y = (5x + 4) lg oder gr: 5x - 3y + 4
-0 .
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1.5. Schnittpunkte von GeradeJl. 1. Teil

Der Schnittpunkt S von zwei Geraden gr: är x + b, y + c, - 0 und gz: ?zx + br y + cz
- 0 ist derjenige Punkt dessen Koordinaten beide Geradengleichungen erfüllen.
Man kann die Geradengleichungen beider Geraden demzufolge als ein lineares
Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten wie folgt auffassen:

gr: är x + b., y + c, - 0
gz: a.zx + br1l + c2 = Q

Die Lösungsmenge des Gleichungssystems entspricht der Schnittmenge der durch
die Gleichungen für gr und gz bestimmten Punktmengen. Dementsprechend kann
der Schnittpunkt mithilfe eines beliebigen für die Auflösung von linearen Gleichungs-
systemen geeigneten Verfahrens bestimmt werden. Die Berechnung des Schnitt-
punktes S mit den Koordinaten xs und vs kann in drei Schritten erfolgen wie folgt:

1. Schritt: Berechne die Determinante D wie folgt: 6.

" 
= ll i;l = a,bz- azbt

%
wenn D = 0 verlaufen gr und gz parallel
oder sie sind identisch. Dann gibt es
keinen oder unendlich viele Schnittpunkte. I
In diesem Fall kann man die Berecirnung -0-

an diesem Punkt abbrechen. 
s I

2. Schritt:Berechne an'tei weitere Determinanten D, und Dy wie folgt:

A l-.., br Io" = 
l-., b;l = -cr be + c'b,

^ l"r -c, Iot = 
1", -.rl = -a.tcz + a2c1

3. Schritt: Die Koordinaten des Schnittpunkts S können aus den Determinanten D,
D* und Dy berechnetwerden wie folgt: Xs = D*/D und ys = DylD.

Beispiel: Bestimme den Schnittpunkt der Geraden gr und gz, wenfl gr: x - 4y - 4 -
0  und gr :3x+8y+8=0.

Lösuns: Man erhätt o = 
l; äl = 1 .8 - s.(-4) - 2o,D* =

lq  -41 l r
l -s Bl = 4'8 -  C8)'(-a) = 0 und Dr = 

ls
Daraus erhält man Xs = D*/D = Ol2O = O

Für den Schnittpunkt S erhält man also

4 l
-B l  =  1 ' ( -8)  -3 '4=-20.

und ys = DylD = -20120 = -1 .

'(i )
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1 .6. Die Punkt-Richtungs-Gleichung

Kennt man einen Punkt t,(I]) 
"rt 

der Geraden 9, so gilt folgendes:

V-Yrg:x-x1=m

oder
9: Y = mX + Yr - ff ixr

ln dieser Darstellung wird also die Kenntnis eines Punktes auf einer Geraden mit
Steigung m berücksichtigt.

Beispiel: Bestimme die Gleichung einer Geraden 9,, welche parallel zu gz verläuft

und durch den Punkt t€) geht, wenn gz gegeben ist wie folgt: gz: y = 5
- 4x.

Lösung: Weil g, '  l l  gz gilt ff i1 = ff iz= -4. Man erhält dann gr: y = -4x + 2 - (-4).5.
Somit erhält man für gr folgendes: gr: y = 22 - 4x.
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1 .7 . Die Zweipu nktegleichung

Sind aueiauf einer Gerade s tiegende Punkte t,(X]) uno tr(I;) bekannt, so ist

die Zweipunktegleichung ein geeigneter Ansatz. Sie lautet im Prinzip gleich wie die
Pu nkt-Richtu ngs-G leichu ng

9 :Y=mX+Yr - f f i x r

wobei man die Steigung m aus den Koordinaten beider Punkte wie folgt erhält:

Ay_Yz-Yt
t=a i=* r - * t

Beispiel: Bestimme die Geradengleichung der Seitenhalbierenden sa des Dreiecks

mit den Eckpunkte A, B und c wiefotgt: o(3),t(-?) und 
"(tJ)

Lösung: Den Mittelpunkt Ma der Seite a erhält man wie folgt: *^('(;ffJJi) -

t " ( : )  Fürd ies te igung m erhat tenwi r  m-2-5- -3-=g-g= 
S 

=-0 ,6 .  E ingesetä

in die Geradengleichung ergibt dies folgendes: g: -0,6x + 5 - (-0,6).3.
Somit erhalten wirfür g eine Gleichung wie folgt: g: V = 6,8 - 0,6x.
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1 .8. Achsenabschnittsform der Geradengleichung

Kennt man beide Achsenabschnitte a und b einer
Geraden, so lässt sich die Geradengleichung zunächst
am einfachsten in der Achsenabschnittsform formulieren.
Diese lautet

Beispiel: Erstelle die Geradengleichung einer Geraden g, wenn diese die x-Achse
bei X = 5 und die y-Achse bei v = -3 schneidet.

Lösung: Die Achsenabschnitte sind ä = 5 und b = -3. Man erhält also zunächst

fo lgendes:  g ,  ä*ä= ' t .  Durch Umformungerhä l tman g :  v=0,Gx-3.

s' ä*ü=''
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1.9. Die Hessesche Normalform

Die Hessesche Normalform der Geradengleichung
lautet wie folgt:

g :  xCOSc t+yS inc r -F=0

Dabei ist cr der Winkel zwischen der Normalen n
auf die Gerade g und der x-Achse. Die Grösse p
ist im Betrag gleich dem Abstand des
Koordinatenursprungs von der Geraden. Allgemein
lässt sich der Abstand ö eines beliebigen Punktes

/x. \
t,lr.,J aus der Hesseschen Normalform der Geraden berechnen wie folgt:

dr  =x1 cosct+Yr  s incr -p

wobei ö = ld, | . Die Gerade g teilt die Ebene in zwei sogenannte Halbebenen.
Falls dr /p > 0 liegen P1 und der Koordinatenursprung auf verschiedenen Seiten
von g. Falls d1 /p < 0 liegen Koordinatenursprung und P, in derselben
Halbebene. Offensichtlich gilt P, € g, wenn dr = 0. Die Hessesche Normalform
lässt sich aus der üblichen Darstellung g: y = mx + b in zwei Schritten gewinnen.

1. Schritt: Durch Umformen erhalten wir aus g: y = mx + b folgendes:

g :  mx-y+b=0

2.Schr i t t :Wi rd iv id ierenbe ideSei tendurchtFt+mzunderha| ten

oder
g :  XCOScr+yS inc t -P=0

wobei cosa=1fr;, sin"=1fr; und p=ufr;

mx-v+bn________________ _=!
Y '  f t  .  - "
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Aus der Koordinatengleichung einer Geraden erhält man ihre Hessesche Normalform
ganze in fach, indemmandurch1[a ,+ned iv id ier t .D ieserg ib t

g :ax+by*c=0

Den Abstand eines Punktes p.1,*t'), . , l .y,/

€x+bv+cg' ffi=o

von g erhält man durch Einsetzen seiner

Koordinaten in die Hessesche Normalform von g wie folgt:

i l r * by '+c
\ r 1 =  |  ^- - '  

Va ,  +b2

und wie zuvor gilt für den Abstand ö des Punktes P1 von g folgendes: ö - ld, I .
Punkte für welche d1 das gleiche Vorzeichen hat wie c liegen auf derselben
Halbebene wie der Koordinatenursprung.
Punkte, die von zwei sich schneidenden Geraden gleich weit entfernt sind, liegen auf
den beiden senkrecht zueinander stehenden Winkelhalbierenden. Die Hesseschen
Normalformen zweier sich schneidenden Geraden seien

9r :
a,x+bry+c . ,

t - ^ - ^

r /ai+bi

(at*'' 14

azx+bry+c ,- 0 und gzi \@e
-0

Der Abstand eines Punktes P1 mit den Koordinaten x1 und vr von gr und gz
erhält man durch Einsetzen von x1 und yr in die Geradengleichungen in der
Hesseschen Normalform. Man erhält also zunächst

dr=
är Xr + b., y., + c.,-0

dz=ffi=o
\a t+b,

Man kann die mit den Hesseschen Normalformen berechneten Abstände eines
Punktes von den Geraden im Betrag gleichsetzen, d.h. wir schreiben dr = !dz. Die
Gfeichungen der Winkelhalbierenden w1 und w2 von zwei sich schneidenden
Geraden gr und gz erhält man dann aus ihrer Hesseschen Normalform wie folgt:

und

w, (fr .fr).. (+.FJ y. fr * fr = o

e..(+ "3v.fr-ft=o'
2  , 2

A2 t O2.wobei Dr = und Dz =
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1.10. Gleichung des Lots auf eine Gerade

Es sei cr der Steigungswinkel der Geraden g. Der Steigungswinkel einer zu g
senkrecht stehenden Geraden n beträgt dann on = a + 90o, wobei -90o s on < 90o.
Man kann zeigen, dass tan cr = -cot(cr t 90o) = -1 ltan(cr t g0o). Somit gilt folgendes:

tana ' tan0n = -1

d.  h .
m'mn -  -1

Aus der Gleichung einer Geraden g wie folgt: g: y = mx + b erhält man also
Gfeichungen von Geraden n, die senkrecht stehenzu g wie folgt: n: y - q - (x/m).

Beispiel: Bestimme die Gleichung der Mittelsenkrechten der Strecke AB für p /5\'\e/

Lösung: Die Steigung m der strecke AB ist ffi = 1? -? 
=+ f-1  _S = 

3 .  D ieSte igung mn

des Lots erhält man wie folgt: ffin = -1 lm - 3/+. Für die Gleichung von n
erhält man also ein vorläufiges Ergebnis wie folgt: n: y - 3/ax + e. Der

Mittelpunkt M der Strecke AB liegt auf n. Mf:) € n: 6 =s/+.2 + q.
\o/

Daraus erhält man Q = 4,5. Dies ergibt die vollständige Gleichung für n
wie folgt: n: y - 3/+x + 4,5.

1.1 1. Schnittpunkte von Geraden. 2. Teil

Die Gleichungen zweier Geraden können als System von zwei linearen Gleichungen
mit zwei Unbekannten aufgefasst werden. Die Koordinaten des Schnittpunkts S der
Geraden erfüllen beide Geradengleichungen. Sie stellen somit die Lösung des
linearen Gleichungssystems dar. Das Gleichungssystem kann mit einer geeigneten
Methode gelöst werden. Für die Koordinaten xs und ys des Schnittpunkts S = gr
Ogz mi t  g r :y -m1 x+b. ,  und gz :y=f f i2x+b,  erhä l tmanfo lgendes:  Xs=-(br -
br) l (m, -  mr) und Vs = (mr bz -mzb,)/(mr -  mJ.

Beispiel: Bestimme den Schnittpunkt S der Geraden gr und gz mit den
Geradengle ichungen g, :2x-3y + 5 = 0 und gr :  3x-y-3 = 0.

Lösung: Mit der sogenannten "Gleichsetzungsmethode" erhalten wir 3y = 2x + 5
= 9x - 9. Daraus erhalten wir zunächst x = 2. Durch Einsetzen erhalten

wir v = 3x - 3 = 3. Der schnittpunkt ist arso t(3)

und ,(;l)
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1.12. Schnittwinkel von zwei Geraden

Den Schnittwinkel p zweier Geraden gr und gz mit Steigungen m1, resp . m2
erhält man wie folgt:

so = | o, - o, | = | arctan(mr) - arctan(me) | = arctar 
l##l

Für den Schnittwinkel q gilt folgendes: 0 = g < 90o. Deshalb ist g = (po, wenn q <
90o und g = 1800 - go, wenn g > 90o.

Beispiel: Bestimme den Schnittwinkel g von zwei Geraden gr und gz mit
Geradengleichungen wie folgt: 9., : 3x - 2y + 5 = 0 und gr: 2x- 5y -1 - 0.

Lösung: Für die Steigungen der Geraden erhält man folgendes: ffi1 = 312 = 1,5
und ffi2 = 2lS = 0,4. Dies ergibt einen Schnittwinkel wie folgt: g -

arctanl (t,S - 0,4) I (1 + 1,5.0,4) | = ärctan(0,6875) = 34,51o.
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1.13. Parameterdarstellung von Geraden in der Ebene

Geraden in der Ebene lassen sich mthilfe eines Parameters darstellen wie folgt:

X = Xo + l,a"

Y = Yo + l,a,

Obiges System von zwei linearen
Gleichungen kann man auch mit Vektoren
darstellen wie folgt:

g :  r - ro+ l ,a

n, (;) = (ij . ̂ (:)
Die Vektoren und der Parameter I in
dieser Gleichung haben dann folgende
anschauliche Bedeutung :

g

X

r: Ortsvektoren von Punkten auf der Geraden g.
ror Ortsvektor eines einzelnen Punktes Po auf der Geraden g.
l.: Streckungsfaktor.
a: Richtungsvektor von g.

1.13.1. Steigung der Geraden aus dem Richtungsvektor

Die Steigung m einerGeraden g erhält man aus ihrem Richtungsvektor r = (:)
wie folgt:

m=tan"=: :

Beispiel: Bestimme die Normalform der Geradengleichung für eine Gerade g,
deren Parameterdarstellung gegeben ist wie folgt:

n' (;) = (3) . ̂ (ä)
Lösung: Aus obigen Ausführungen ergibt sich folgender Ansatz:

9: y=f**o
Den y-Koordinatenabschnitt b können wir mithilfe des
Aufhängepunkts von g bestimmen

t"(3) €s: s=1 3+b

Wir erhalten für g folgendes: g: y = 1*.7
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1.13.2. Das Lot auf eine Gerade

Die Steigung des Lots auf eine Gerade mit der Steigung m ist bekanntlich gleich
dem negativen Kehrwert von m. Demzufolge erhält man aus der
Parameterdarstellung von g wie folgt:

/x\ /xo\ " /a"\s' l,v/ = l,vJ * n["J

Die Steigung des Lots wie folgt:

m,- =l = -3mav

Die Parameterdarstellung des Lots n können wir wie folgt formulieren:

'' (;) = (il) . ̂ (;:)
/X ' \

Dabei ist P.,1., I der ,,Aufhängepunkt" des Lots, d.h. ein Punkt, von dem man weiss,
\v1  /

dass er auf dem Lot liegt.

Beispiel: Von einem rechtwinklig gleichschenligen Dreieck (mit a = b) kennt
man die Eckpunkte A und B, sowie die Höhe hc wie folgt:

^( ) , t (3) und h. = 13

Lösung: Wir bestimmen zunächst den Mittelpunkt M. der Strecke AA wie folgt:

*"(i:t l?,) + '"(:")
Als Richtungsvektor a der Geraden durch A und B nehmen wir den
Verbi ndu ngsvektor wie folgt:

a=AE = /6\-/1\ =f.1\- rB - rA = l,s/ 
- 

\-t)= \tz)

Die Gleichung der Mittelsenkrechten von AB lautet dann wie folgt:

n, /*\ /3.5\ ^, /-12\l.v/ = t, -t / * nl s /
Wir bestimmen dann einen Punkt auf n im Abstand h" vom Punkt M"
wie folgt:

=ff i=131,=+13.

Man erhält zwei Lösungen trr = 1 und Lz = -1 . Für hr = 1 liegen die
Punkte A, B und C im ,,Gegenuhrzeigersinn". Man erhält folgendes:

rc=(n=(:") .(r) =(';u) + "( x')
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1.13.3. Umformung einer Parameterdarstellung in eine Koordinatengleichung

Wir schreiben die Parameterdarstellung wie folgt:

x = Xo + l,a*

y = Vo + l"a,

+ l, = (x - xj/a*
+  l ,= (y -yo ) la ,

Wenn wir in beiden Gleichungen I isolieren und gleichsetzen erhalten wir

X - X o  Y - Y og:E=",

oder

g:  m=1=Y-%
a x  X - X o

Daraus erhält man eine Koordinatengleichung für g wie folgt:

g: aVX - ä*Y - avXo * ä*Yo = 0

Die Geradengleichung für g in der Normalform lautet dann

av
g:  y=a i ( * -xo)  +yo

Beispiel: Bestimme eine Koordinatengleichung der Geraden g aus ihrer
Parameterdarstellung wie folgt:

n' (;) = (.'r) . r(i)
Lösung: Gemäss obiger Formel für die Koordinatengleichung gilt folgendes:

g:  7x - ( -4 )  y -7 .3+( -4 ) . ( -2 )  =0  +  g :7x+4y-13=0
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2. Parabeln
Die Gleichung einer Parabel sei

F: Y = axz + bx + c

Durch quadratische Ergänzung erhält man

p: y="("* nÄ'- (rt") ' . .

Dies entspricht einer Form p: v = a (x - xJ' * vs, die man als Scheitetpunktsgtei-
chung der Parabel bezeichnet. Dabei sind xs und vs die Koordinaten des
Scheitelpunkts. Durch Koeffizientenvergleich erhält man Xs = -bl2a und ys = c -
xi.

Afs Normalparabel wird im allgemeinen die Parabel pt y = x2 bezeichnet.
Parabeln der Art p: v = (x - *r)t + vs werden als ,,verschobene Normalparabeln"
bezeichnet. Die Steigung der Parabel als Funktion von x ist

P:Y '=2ax+b
Die Steigungsfunktion wird auch als Ableitung bezeichnet. lm Scheitelpunkt der
Parabel ist die Steigung gleich null. Für die x-Koordinate xs des Scheitelpunkts S
gilt dann folgendes:

/x^\
Es sei t[r"/ der Berührungspunkt einer Tangenten t an die Parabel. Die

Gleichung dieser Tangenten kann dann wie folgt formuliert werden:

t :  y ' (xo)  -2ü<o+b=#

oder umgeformt in die Normalform

t: y - y'(xo) X - Xoy'(xJ + yo

Atrnticfr erhält man die Gleichung für eine ,,Normale" zu einer Parabel. Als
,,Normale" bezeichnet man eine Gerade, welche die Parabel senkrecht schneidet.
Die Steigung der Normalen ist gleich dem negativen Kehrwert der Steigung der

Kurve im Schnittpunkt tf:")- 
\Yol

-1  -1  Y-Yon: 
f f i=e"r t*g=x-xo

-b
xs=ä
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Kennt man zwei oder drei Punkte t,(i]) ,no tr(X;) auf einer Parabel p, so ist es

zuweilen vorteilhaft für die Parabel und ihre Steigung einen Ansatz wie folgt zu
venruenden:

p :  y (x)  =a(x-xr )  (x -xr )  +B(x-xr )  +C(x-xz)
P: Y'(x) = 2ax+ B + C - a(x.' + xr)

Offensichtilich gilt B = -yzl(xr - xz) und C = yr l(xt -xz). Man erhält dann für die
Parabel und ihre Ableitung folgendes:

p: y(x) = ax2- (ffi- a(xr * *r)) *. -,T#+ ax1 x2

p: y'(x) = 2ax -#- a(xr + xr)

1. Beispiel: Von einer Parabel kennt man zwet Punkte

Steigung bei x = 4 wie folgt: t,(;) und

17.

Lösung:

2. Beispiel:

Lösung:

P1 und P2

,,(!u) G p,
und die

und y'(4) =

Mi tdem Ansatz  P:  v= a(x  + 3)  (x  -4)  +  B(x + 3)  + C(x-  a)  und y '=

2ax+B+C-a erhäl tmanfo lgendes:  t , ( f )  e  p :  s=-7C er( ju)  .
p :26=78.  Y ' (4)  =  8a+ B + C-a =7a + B + C=17.  Man erhä l tso for t
B = 26 l7 und C = -5 l7 . Eingesetzt in die Gleichung für die Ableitung
bei  x=4 erhä l tman 7a+B+C--7a+3=17 unddaraus a=2.
Zunächst erhält man für die Parabel folgendes: p: y = 2(x + 3) (x - 4) +
(26 l7) (x + 3) - (5 l7) (x - 4). Durch Ausmultiplizieren erhält man
schliesslich p: y = 2x2 +x - 1 0.

Bestimme die Gleichung der Parabel, die durch die drei Punkte P1, P2

und Ps seht, wenn t,(;3),tr(-?) und tr(-?)

WirverwendendenAnsatz  p :  v=a(x+3)  (x  -2)+  B(x+3)  +C(x  -2) .
Als nächstes setzen wir die Koordinaten eines jeden der drei Punkte
auf p in diese Gleichung ein. Wir erhalten dann drei Gleichungen wie

folgt: t(;3) € p: 4o =-5c, t,(3) c p: -5 = 5B und p.(-?) = p:24a+
88 + 3C = -8. Dies ergibt B = -1 und C = -8. Eingesetä in die letäe
Gfeichung erhält man ä = 1 , Zunächst erhält man also für die Parabel
p :  v= (x+3) (x-2)  -x -3  -8x+ 16.  Ausmul t ip l iz ie ren und
vereinfachen ergibt schlussendlich folgendes: p: v = x2 - 8x + 7.
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3. Goniometrische Gleichungen

Die Winkelfunktionen und ihre Eigenschaften

Für die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus gilt für ganzzahlige n

s inx=s in(x+2nn)
cosx=coS(x+2nn)

oder
s inx=s in(x+n.3600)
cosx=cos(x+n.3600)

Zwischen der Tangensfunktion und Sinus und Cosinus besteht folgender
Zusammenhang:

tanx=iff

Die Periodenlänge der Tangensfunktion ist nur halb so gross wie diejenige von Sinus
und Cosinus. Für ganzzahlige Werte von n gilt

tan x = tan(x + nru)
oder

tan x = tan(x + n.180o)

Die Cotangensfunktion wird selten verwendet. Sie ist eng mit der Tangensfunktion
verwandt.

cotx=#=ffi
Wie bei der Tangensfunktion gilt

co tx=cot (x+nru)
oder

cotx=cot (x+n.180o)

Noch seltener wird die mit dem Cosinus verwandte Secansfunktion verwendet.

secx=*

Zwischen dem Sinus und dem Cosinus eines Winkels besteht folgender wichtiger
Zusammenhang:

sin2x + cos2X = 1 [trigonometrischer pythagoras]
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Daraus erhält man zwet Beziehungen wie folgt:

1+tan2*=fr

1+cot2*=#

Mit Hilfe untenstehender Tabelle können Winkelfunktionen ineinander umgerechnet
werden.

srn x cos x tan x cot x

s inx= o
tan x

+ 1 + tanzx
1

G O S X = + o
1

+ 1 + tan2x
cot x

+ 1 + cot2x

tanx= sin x
+ 1 - sinzx

o
1

cot x

GOtx=
COS X

+ 1 - cos2x
1

tan x
O

Bezüglich den Vorzeichen bestehen bei den Wurzeln Ungewissheiten, die durch eine
geeignete "Probe", im allgemeinen durch Einsetzen der Lösungen in die
ursprüngliche goniometrische Gleichung, beseitigt werden muss.

Jede der Winkelfunktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens nimmt im
Intervall 0 s x < 3600 denselben Funktionswert im allgemeinen zwei Mal an. Für
Sinus und Cosinus gilt folgendes:

s inx=a + X1 =arcs in(a)  und x2-  f t -Xr  (oder  xz-  1800-xr )
cosX= ä + X1 = arccos(a) und x2=2n-x, (oder x2= 3600-xr)

Bei der Tangens- und der Cotangensfunktion erhält man weitere Lösungen einfach
durch Verschiebung um n (oder 180o).

tanx=a + X1 =arc tan(a)  und Xk=x. '  +kn (oderXk=Xr*k '180o) ,k=+1,
!2 ,  . . . . .

1. Beispiel: Bestimme die Winkel im Intervall 0 < x < 3600 für welche gilt sin x - 1/2.

Lösung: Eine erste Lösung erhält man aus dem Rechner Xr - arcsin(1/z) = 30o.
Die zweite Lösung erhält man aus der ersten wie folgt: x2 = 180o - X1 =
150o. Sobald wir also ,,arcsin" in den Rechner eintippen müssen wir uns
vergegenwärtigen, dass uns der Rechner nur ein Element einer
Lösungsmenge mit unendlich vielen Elementen liefert. Die
Lösungsmenge besteht im allgemeinen aus zwei Serien von Winkeln, die
sich um ganzzahlige Vielfache von 3600 (oder 2n) unterscheiden.
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2. Beispiel: Bestimme die Winkel im Intervall 0 s x < 3600 für welche gilt sin x = -
rF cos x.

Lösung: Durch Umformung erhält man sin x/cos x = tan * = -rF. Eine erste
Lösung erhält man aus dem Rechner wie folgt Xo = arctan(-.F) = -600.
Die im Intervall 0 s x s 3600 befindlichen Lösungen x1 und x2 erhält
man durch zweimalige Addition eines Inkrements von 180o. Man erhält
X1 = 12Oo und x2 = 3000.

Sinus und Cosinus sind gegeneinander um 90o verschoben. Es gilt folgendes:

s inx=  s in (gOot  (90o-x )  +  n .3600) ,  n  =0 ,  *1  , !2 , . . . . .
cos x = cos(t x + n.3600), t1 = 0, *1 , !2, . . . . .
s inx=  -s in (27oo+ (90o-x )  +  n .3600) ,  n  =0 ,  *1  , !2 , . . . . .
cos x = -cos(180o t  x  + n.3600),  o = 0,  *1,  !2,  . . . . .
s in x = cos( t (x  -  90o) + n.3600),  n = 0,  *1,  *2,  . . . . .
s inx=  -cos ( t (x+90o)  +  n .3600) ,  n  =0 ,  *1  , *2 , . . . . .
cos x = s in(gOo + x + n.3600),  o = 0,  *1,  !2,  . . . . .
cos x = -s in(2700 + x + n.3600),  n = 0,  *1,  !2,  . . . . .
tan  x  =  tan(x  +  n .180o) ,  n  =  0 ,  *1  , !2 ,  . . . . .
tan x = - tan(-x + n.180o),  n = 0,  *1,  !2,  . . . . .
tan x = cot(90o -  x  + n.180o),  11 = 0,  *1,  !2,  . . . . .
tan  x  =  -co t (9Oo +  x  +  n .180o) ,  n  =  0 ,  t1 ,  *2 ,  . . . . .
cot  x  = cot(x + n.180o),  h = 0,  *1,  !2,  . . . . .
cot  x  = -cot( -x + n.180o),  n = 0,  *1,  !2,  . . . . .
cot  x  = tan(g0o -  x  + n.180o),  f t  = 0,  *1,  !2,  . . . . .
cot  x  = - tan(g0o + x + n.180o),  l ' t  = 0,  *1,  !2,  . . . . .

Mithilfe obiger ldentitäten kann man die vollständige Lösungsmenge für Gleichungen
derAft sin x =1/2, sin x = +GoS 2x,tanX = +cot(3x-60o) u.s.w. bequem bestimmen.
Enthalten beide Seiten der Gleichung Winkelfunktionefr,z.B. cot r = - tan 3x, dann
genügt es für nur eine der beiden Winkelfunktionen eine Substitution gemäss obigen
Gleichungen vorgenommen werden.

1. Beispiel: Bestimme alle Lösungen im Intervall 0 < x s 3600 der goniometrischen
Gleichung cos(2x - 30") = 1/2.

Lösung: Wir ersetzen cos(2x - 30o) gemäss der zweiten von den obigen
Gfeichungen und erhalten cos( x (2x- 30') + n.360o) = ,/r. Danach
lösen wir die Gleichung mithilfe der Umkehrfunktion des Cosinus wie
fofgt: x(2x- 30o) + n.3600 = ärccosl/z= 600 und erhalten X = 15o *
(30o - n ' 180o). Von den unendlich vielen Elementen in der
vollständigen Lösungsmenge befinden sich vier im Intervall von
Interesse x c {45o ;1 650;2250;3450}.

2. Beispiel: Bestimme alle Lösungen im Intervall 0 < x s 3600 der goniometrischen
Gleichung cos(x + 45o) = -sin 2x.
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Lösung: Wir ersetzen sin 2x gemäss der sechsten von den obigen
Gleichungen und erhalten cos(x + 45o) = cos( t (2x + 90o) + n'3600).
Mithilfe der Umkehrfunktion des Cosinus erhalten wir für jedes der
möglichen Vorzeichen ein Paar von Gleichungen wie folgt: x = -45o + n
'3600 und x = -45o + n. 1200. Von den unendlich vielen Elementen in
der vollständigen Lösungsmenge befinden sich drei im Intervall von
Interesse x c {75o;1950;315o}.

Es gilt also sin(-x) = -sin(x + n'3600)
cos(-x) = cos(x + n'3600)
tan (-x) = -tan (x+ n '1 80o)
cot(-x) = -cot(x + n'180o)

Eine Verschiebung der Sinus- und Cosinusfunktion um 180o bewirkt einen
Vorzeichenwechsel, d. h.

sin(x t 180o) = - Sinx
cos(x t 180o) = -cos X

Obige Beziehungen können auch einfachen Skizzen des Einheitskreises entnommen
werden. Z.B. aus der untenstehenden Skizze

ist sofort ersichtlich, dass sin(270o - o) = - cos cr und cos(270o - o) = - sin cr.

Beispiel: Bestimme die Winkel im Intervall 0 < x < 3600 für welche gift sin(3Oo -
3x) + cos 2x = 0.

Lösung: Mit Hilfe obiger Formeln erhält man -cos(90o + 30o - 3x + n.3600) + cos
2x = O oder cos 2x = cos(1 2Oo - 3x + n .3600). Daraus erhält man 2x =
12Oo - 3x + n'3600. Dies ergibt unendlich viele Lösungen für x wie folgt:
Xn = 24o + (n - 1) '72o von welchen fünf Lösungen wie folgt: X1 = 24o, x2 =

96o, xs - 1 680, x4 - 24Oo und X5 = 3120 im Intervall 0 < x < 3600 liegen.

d
I

o
o
N
c\I
c'a

cos(270" - cx)
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Jede Linearkombination einer Sinus- und Cosinusfunktion kann mithilfe der
Additionstheoreme in eine einzelne Sinus- oder Cosinusfunktion umgeformt werden.

a sin cr + b cos cr = A sin(o + ör) = B cos(cr + ö.)
wobei

A=B={gz. '5e
ö, = arctan(b/a) wenn a > 0
ö.=arc tan(b /a)  +1800 wenn a<0
ö. = arctan(-alb) wenn b > 0
ö.=arc tan( -a lb)  +180o wenn b<0.

1. Beispiel: Bestimme die Lösungen im Intervall 0 < x < 3600 von 3 sin(3x - 30o) +
4 cos(3x - 30o) = 4.

Lösung: Durch eine Umformung obiger Art erhält man 5 cos(3x - 30o + ö.) - 4,
wobei ö" = arctan (3/^) = -36,870. Daraus erhält man cos(3x - 66,870) =
0,8. Dies ergibt folgendes:

3x -  66,870 e {yr iyr  + 3600lvr + 7200;. . . . . }  U {yz iyz+ 3600 iyz+7200;
.....), wobei Yr = arccos(Q,8) = 36,870 und yz - 3600 - yr = 323,130.
Daraus erhält man xe {2,, i4 ! 1200 izt ! 2400;.....} u lzzizz! 1200;2,

t 24oo;.....), wobei 21 =ä ttr + 6G,B7ol und 22=trrr+ 66,8701. Man

erhält schliesslich sechs Lösungen der goniometrischen Gleichung wie
folgt: x C {1 0o ; 34,58o; 1 30o ; 1 54,580 ; 2500 ;274,580}.

2. Beispiel: Bestimme Lösungen für x im Intervall 0 s x < 3600 von 2 sin(3Oo -
2x) + 4 sin (2x + 60o) = -G.

Lösung: Hier muss die ursprüngliche Gleichung für den Sinus zuerst in eine Form
der Art a sin a + b cos cr, überführt werden. Wir nehmen a = 2x und
erhalten zunächst (2- .Fl sin 2x + (2\F + 1) cos 2x = -G. Man erhält
2G sin(2x + 86,565o) = -.F Schlussendlich bleibt eine Gleichung wie
folgt zu lösen: sin(2x + 86,565o) = -1/2. Man erhält vier Lösungen wie
folgt :  x € {61 ,717o;121 ,717o;241 ,717o;301 ,T17oI.

3. Beispiel: Bestimme Lösungen für x im Intervall 0 s x < go0o von
cos(x + 20o) = cos(1 10o - 2x).

Lösung: Bei der Auflösung von Gleichungen der Art cos cr, = cos 0 muss sowohl
die Periodizität

Gos cr = cos(Cl + 2n. 3600), n c N

als auch die Achsensymmetrien der Cosinusfunktion (bezügl. z.B. der
Symmetrieachse s: cr, = 180o) berücksichtigt werden.



29

Planimetrie, Seite 45:

coscr = cos(360o - (.r + 2n . 360o)), n c N

Man erhält dementsprechend zwei Gleichungen wie folgt:

x+20o=110o-2x+n.3600
x + 20o = 360o - (1 10o - 2x + n.3600)

Die Lösungsmenge der ursprünglichen goniometrischen Gleichung ist
also x € {30o; 1300; 1500; 2700}.

4. Beispiel: Bestimme Lösungen für x im Intervall 0 s x < 3600 von
sin 3x = -sin 3x.

Lösung: Es gilt -sin3x = sin(-3x + n.3600). EingesetZ in die Gleichung erhält
man sin 3x = sin(n'3600 - 3x). Bei derAuflösung von Gleichungen der
Art sin a = sin F muss sowohl die Periodizität

sin cr = sin(o + 2n .360o), n e N

als auch die Achsensymmetrien der Sinusfunktion (bezügl. z.B. der
Symmetrieachse st cr = 90o) berücksichtigt werden.

sin cr = sin(180o - (.r + 2n . 360o)), n c N

Man erhält dementsprechend ein Gleichungspaar wie folgt:

3x=-3x+n.3600
3x = 1800 - (-3x + n.3600)

Aus der ersten Gleichung erhält man 6x = n .3600 oder X = Ft . 600. Die
Lösungsmenge der zweiten Gleichung ist leer. Die Lösungsmenge der
ursprünglichen goniometrischen Gleichung ist also x c {0; 60o; 12Ao;
1 80o; 24Oo;3000; 3600).

5. Beispiel: Bestimme Lösungen für x im Intervall 0 < x < go0o von
sin(2x - 60o) = -cos 3X.

Lösung: Es gilt -cos 3x = sin(270o * 3x + n.3600). Man erhält dann ein
Gleichungspaar wie folgt:

2x - 600 = 2700 +3x + n . 3600
2x - 600 = 27Oo - 3x + n . 3600

Durch Umformung erhält man daraus

x=-3300-n.3600
x=660+n .72o

Aus der ersten Gleichung erhält man (für h = -1) eine einzige Lösung x1
= 30o. Aus der zweiten Gleichung erhält man (für n = 0, 1,2,3 und 4)
fünf weitere Lösungen. Als Lösungsmenge der ursprünglichen
goniometrischen Gleichung erhält man dann x e {30o; 66o; 138o; 2100;
2820;35401.
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6. Beispiel: Für Winkel x im Bogenmass bestimme sämtliche Lösungen der
goniometrischen Gleichung tan(lP) = cot x im Bereich -rr < x < n.

tan(f)  =tan(ä-,

Lösung: Es gilt cot x = tan(ä-, Eingesetzt in die Gteichung

Daraus erhält man für ganzzahlige werte von n folgendes:

f  = ; -  
"+  

nn

f  +x- [n  + l /z ln=0

Op_!4qq!gen dieser quadratischen Gleichung sind r = - 1/zl1 x
@.Sechs(derunend| ichv ie |en)Lösungenwiefo |g t :xG
{-2.7276; -1 .8494; 0.8494;1.7276;2.3461;2.8534} tiegen im Bereich -.lt
< x < J [ .

7. Beispiel: In nebenstehender Figur ist einem Qua-
drat ein kleineres Quadrat einbeschrie-
ben. Bestimme den Winkel r so, dass
das (schraffierte) innere Quadrat T2o/o
der Fläche des grossen Quadrats be-
deckt.

Lösung: Es seien x und s die Seitenlängen des inneren, resp. äusseren
Quadrats. Dann gilt offensichtlich *'ls' = O.72 und x [sine + cose]
- s. Daraus ergibt sich folgendes sine + cos€ = s lx= (5/6) {, Die
Linearkombination von Sinus und Kosinus lässt sich zusammenfas-
sen zu einer Kosinusfunktion wie folgt: sin e + cos u = \E cos(e - 4So)
= (5 l6) {2. Man erhält dann rr = 45o + acrrcos(5/6) = 78.5570.
Eine arueite, spiegelbildliche Lösung erhält man wie folgt: Ez = 4so +
[3600 - arccos(5/6)] - 3600 = 11 .4430. Es gilt dann \ + E2= 90o.

Gleichungen der Art a sinx + b cosx = c lassen sich auch dadurch lösen, dass man
den Sinus durch eine Funktion von Cosinus ersetzt oder umgekehrt. Man erhält z.B.
ta lficosex - c - b cos x. Durch beidseitiges Quadrieren erhält man eine
quadrat ischeGle ichung in  cosx wiefo lg t :  (ar+ b2)  cos x-2bccosx+c2 -a2=0.
Man erhält dann für x Lösungen wie folgt:
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X=ärcc"r( ff)
\ f

Weil eine Wurzelgleichung erzeugt wurde, hat dieses Verfahren den Nachteil, dass
Scheinlösungen erzeugt werden. Man muss deshalb die gefundenen Lösungen
durch eine Probe, d.h. durch Einsetzen in die ursprüngliche Gleichung, verifizieren!

Beispiel: Bestimme die Lösungen der goniometrischen Gleichung
cosx + 7 s inX = 5.

Lösung: Obige Formel ergibt X = ärccos(O,1 t 0,7). Daraus erhält man formal
vier Lösungen wie folgt: 36,870, 126,870, 233,130 und 323,130. Zwei
der vier Lösungen erweisen sich allerdings als Scheinlösungen und wir
erhalten letäendlich nur a uei Lösungen wie folgt: X1 = 36,870 und x2 -
126,970.
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Additionstheoreme:

Für Winkelfunktionen gelten Additionstheoreme wie folgt:

sin(x t Y) = sin x cos Y + cos x sin y
cos(x t Y) = cos x cos Y T sin x sin Y
tan(xty) =ffi

cot(xtY) =ffi

Daraus erhält man Ausdrücke für Winkelfunktionen mit ganzzahligem Vielfachem des
Arguments wie folgt:

s in2x = 2 s inx cosx cos2x = cos2x-s in2x=2cos2 x-  1  = 1-2s in2x
s inSx = 3 s in  x-  4  s in3x cos3x = 4cossx -  3cosx
s in4x = 4 cosxs inx [2  coszx-  1 ]  cos 4x= 8[cos2x-  1 ]  cos2x + 1

cot2x=*ä*=
2 tanx

1 - tan2x 
- 

cotx - tanx
cotx -  tanxtan 2x =

Für Funktionswerte des halben Arguments erhält man
V

sin l=tVr / "11 -cosxl
V

cos2=tV1/z l1  +cosx l

X 1-cosx s inxtan2=t\/Tffi=ffifr
+ C O S X

1 -cosx
=------;_-

S IN  X

s inx  1+cosx
- C O S X  S I N X

1. Beispiel:Vereinfache sin(210o - x) + cos(x + GOo).

Lösung: Anwendung der Additionstheoreme für Sinus und Cosinus ergibt sin
2100 cosx- cos zloo sin x + cos 600cosx- sin 600sin x = [sin 21oo +
cos 600l cos x - [sin 600 + cos 210o] sin X = 0.

2. Beispiel:Bestimme alle Lösungen für x im Intervall 0 s x < 3600 der Gleichung
s in(x+30o)  =2cosx.

Lösung: Anwendung des Additionstheorems für die Sinusfunktion ergibt cos 30o

sin x = 12- sin 30"1 cos x = !.o, ,. Daraus erhält man sin x/cos X =

tan x = \F und man erhält Lösungen für x wie folgt: Xr = 600 und xz =
Xr *  1800 =24Oo.

.x  /1  +cosx
cotZ=t \ l  1 -cosx
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3. Beispiel:Bestimme alle Lösungen für x im Bereich 0 < x < 3600 der Gleichung
sin(x - 30o) + cos(x + 150) = t[l- rFy".

Lösung: Mit den Additionstheoremen erhält man [cos 30o - sin 15f sin x + [cos
150 - sin30ol cos x = ̂ [1, -',1 -gVr. Diese Gleichung kann umgeformt werden

:?,;itffitl;t=',.f ,ä:"'=?,?::o"nsen 
wie rorgt: X1 = 45o - 37'so

4. Beispiel: Bestimme alle Lösungen für x im Bereich 0 < x s 360o der Gleichung
1p ltan(x - 600) - tan(x + 45o)l = 1 + 1fi.

Lösung: Es gilt tan 45o = 1 und tan 600 = \F. Mit dem Additionstheorem für die

Tangensfunktion erhält man ̂ 5 /- tal x - 
lan 00" tan x + 1 \uo U + tan GOotan x  

-  
1  - tan x)=

ts + \Fl tan2x + 1 = 1 + {3. Schlussendlich erhält man1pt"nrx-f f i - l l tanx-1

eine Gleichung wie folgt: tan x = 
H 

= - r- .F Die Lösungen für x

sind dann X1 = 1 05o und x2 = Xr * 1 80o = 2850.

Durch Verschiebung um halbzahlige Vielfache von n erhält man aus einer Sinus-
eine Cosinusfunktion und umgekehrt. Bei Tangens und Cotangens ist es ähnlich.
Aus den Additionstheoremen erhält man folgendes:

tan (9Oo+x)  - -co tx
tan (90o - x) = cot x
tan (x - 90o) = - Cot x

sin(90o + x) - cos x
sin(90o - x) = cos x
s in (x -90o)=-coSX

sin(180o + x) = - sin x
sin(180o - x) = sin x
sin(x - 1800) = - sin x

s in (270o+x)=-CoSX
s in (270o-x )  = -cosX
sin(x - 2700) = coS X

co t (90o+x) - - tanx
cot(9Oo - x) = tan x
co t (x -90o)  = - tanx

cos(9Oo+x)  - -s inx

cos(90o - x) = sin x
cos(x - 90o) = sin x

cos(180o + x) = - cos x
cos(180o - x) = - cos x
cos(x - 1800) = - cos X

cos(270o + x) = sin x
cos(270o-x )  = -S inx

cos(x -2700)=-s inx
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Für die Sinus- und Cosinusfunktion gelten folgende Regeln:

1 . Eine Verschiebung um ein ganzzahliges Vielfaches von 180o entlang der der x-
Achse entspricht einem Vorzeichenwehsel wie folgt:

s in(x + k.180o) = (-1)k sin x
cos(x + k.180o) = (-1)k cosx

2. Durch eine Verschiebung entlang der x-Achse um t90o wird eine Sinus- zu
einer Cosinusfunktion und umgekehrt.

1. Beispiel:Vereinfache 
cos(810o + x) sin(x - 9000) - 1

sin(990o - x)

Lösüng: Durch eine Verschiebung um ganzzahltge Vielfache von 180o erhält
man folgendes:

(-1)a cos(9Oo + x) . (-1)5 sin x - 1
(-1)5 sin(90o - x)

Durch Anwendung der Formeln für Verschiebungen um 90o entlang der
x-Achse erhält man folgendes:

Csin x) (-sin x) - 1 _ -cos2x
-cosx -cosx =cosx

2. Beispiel: Bestimme Lösungen für x im Bereich 0 s x < 3600 von
sin(3x + 30o) = -cos(2x - 600).

Lösung: Esgi l t  -cosx= sin(x-90o),  resp. -cos(2x-60o) = sin(2x-O0o-g0o) =
sin(2x - 150o). Somit gilt

sin(3x + 30o) = sin (2x - 1 50o)

Man erhält dann ein Gleichungspaar wie folgt:

3x + 30o = 2x- 1500 + n . 3600
3x + 30o = 1800 - (2x - 50o) + n . 3600 = 3300 - 2x + n . g600

wobei n = 0, +1 , +2, t3, ..... Aus der ersten Gleichung erhält man { = -
1800 + n'3600. Daraus ergibt sich (für n = +1) eine einzige Lösung x1
= 180o. Aus der zweiten Gleichung erhält man 5x = a00o + n . 3600
oder x = 600 + n ' 72o. Daraus ergeben sich fünf weitere Lösungen wie
fofgt: x2 - 60o, X3 = 1320, x4 = 204o, x5 - 27e und & 

- 3480.
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Summen und Produkte trigonometrischer Funktionen

Summen und Produkte trigonometrischer Funktionen können zum Teil ineinander
überführt werden. Es gelten folgende Zusammenhänge:

1. sin x + sin y = 2r,nffi .or(ry2 )
2. sinx-sin y=2cos(? sinff i

3. cosx+cos y=2cos(? .otff i

4. cos x - cos y - -z rin(ry2 
) 

r,n(-, 
)

5. sin x * cos ! = z tin(Y + +5") .ot|,? - 45")
\ z  /  \ z  I

o. sin x - cos y = 2.or(S + +s") sin(f - 45.)-  
\  z  /  \ z  )

7. cos x + sin *= r[isin(4So t x) = rE cos(45o + x)

g. tanx+tanv=ffi

e. cotx+coty= *#ffi

10. tanx+cotv=affft*

11. cotx-tanv=ffi*
12.  s inx  s iny  -1 /z [cos(x-y)  -cos(x+y) ]
13. cos x cos y - 1/z [cos(x - y) + cos(x + y)]
14. sin x cos y - 1/z[sin(x - y) + sin(x + y)]
1 5. cos x sin y - 1/z[sin(x + y) - sin(x - y)]

16. tanx tany=ffi=-Hffi
17. cotx coty=1ffi=-ffiffi
lB.tanxcoty=ffi= ffi
19. sin(x + y) sin(x - y) = cos2y - cos2x
20. cos(x + y) cos(x - y) = cos2y - sin2x

Potenzen von Sinus und Cosinus lassen sich als " endliche Fourierreihen"
darstellen.

sin2x - 1/z [1 - cos 2x]
sin3x - 1/q [3 sin x - sin 3x]

cos2 x = 1/z [1 + cos 2x]
cos3 x = 1/+ [3 cos x + cos 3x]

sina" = 
] [cos 4x -4 cos 2x + 3] cosa* = 

] [cos 4x +4 cos 2x + g1
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1. Beispiel: Bestimme die Lösungen für x im Intervall 0 < x < 3600 von

(+.+)'=B
\srn x cos x/

Lösung: Durch Ausmultiplizieren des Klammerausdrucks erhält man
s inzx+ 2  s in  xcosx+ cos2x _  1  +  2  s inxcosx _  .  n

s in2xcos2x 
-=f f i=  8 '  D ieserg ib te ine

quadratischen Gleichung wie folgt: 2u2 - u - 1 = 0, wobei u =2 sin x
cos x = sin 2x. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind ur = 1
und uz = -1/2. Man erhält Lösungen für x wie folgt: x e {45o ; 1 05o;
1 650 ;2250 ;2850; 3450).

2. Beispiel: Bestimme alle Lösungen für x im Intervall 0 s x < 3600 von cos 2x +
cos 4x + cos 6x = 0.

Lösung: Aus obiger Formel Nr. 3 erhält man 2 c /6x + 2x\ /6x - 2xtosl ,  2 /cos1 z /+cos
4x = cos 4x [2 cos 2x + 1] = 0. Einer der beiden Faktoren muss gleich
nuff sein. Aus den Bedingungen cos 4x = 0 und cos 2x - -1/z erhält
man fof gende Lösungen für x: x e {22,50 ; 600 ; 67,50 ;112,50 ;1200 ;
1 57,50 ;202,50 ;24Oo ;247 ,5o ;292,50; 3000 ; 337,50).

3. Beispier: 
3:iJ;:T:jtß?fi1.[$i#60o 

n 0 = y s 3600 arre Paare x und y

s inx-s iny=0,2  |
cos x  -  cos y  -  -0 ,16 I

Lösung:

erfüllen.

Aus den obigen Formeln Nr. 2 und Nr. 4 erhält man

ff i= 
=-cotl l /z(x+y)l =#=-

1,25. Daraus ergibt sich folgende Beziehung zwischen x und y: x = 2
arctan(0,8) - Y =77,32o -y. Eingesetä in die erste Gleichung des
Systems erhält man dann sin y [1 + cos 77 ,321- cos y sin T7 ,32o =
1 ,5617 sin(y - 38,660) = -0,2. Daraus erhält man Lösungen yr =
31,3020 und Yz= 226,0170. Nur der erste Wert von y ergibt für x
einen Wert im gesuchten Bereich. Man erhält schlussendlich ein
einziges Paar X1 = 46,0170 und yr = 31,3020.

sin x - 2 sin 2x- sin 5x4. Beispiel: Vereinfachecos x - 2 sin 2x- cos 5x'

Lösung: lm Zähler setzen wir sin x - sin 5x = -2 sin 2x cos 3x und im Nenner
cos x - cos 5x = 2 sin 2x sin 3x. Eingesetä in obigen Ausdruck

-2 sin 2x cos 3x - 2 sin 2x 1 +cos3x
1-s in3x2 sin 2x sin 3x - 2 sin 2x
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sin 3x + 2 sin 5x + 2 sin 7x+ sin 9x
5. Beispiel: Vereinfachesin 3x - 2 sin 5x - 2 sin 7x +sin 9x

Lösung: Wir ersetzen in Zähler und Nenner Summen durch Produkte wie folgt:
sin 3x + sin 9x = 2sin 6x cos 3x und 2 [sin 5x + sin 7x] = 4 sin 6x cos
x und erhalten

2 sin 6x cos 3x + 4 sin 6x cos x _ cos 3x + 2 cos x
2 s in  6xcos3x-  4  s in  6xcosx cos 3x -  2  cosx

Es gilt cos x + cos 3x = 2 cos 2x cos x. Somit gilt cos 3x =12 cos 2x -
1l cos x. Entsprechende Substitutionen in obiger Gleichung ergeben

[2 cos 2x - 1 + 2l cosx _ 2 cos 2x + 1
[2 cos 2x - 1 - 21cos x 

- 
2 cos 2x - 3
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5. Der Kreis

a Kreissektor
r:
S :

h:

Kreisradius
Länge der Sehne
Höhe des Kreissegments
Zentriwinkel
Länge des Kreisbogens
Fläche des Kreissektors
Fläche des Kreissegments

ct,:
b:
As"ttorl

Asegment:

Formeln:

s = 2 r sin(cr I 2) =2 {n te r - n)
h=r(1 -cos(cr l2))
b  =  n  a r  |  1800

As"*o, = tt' f2 cr / 360o = 1/zb r

As"sr"nt = [(* a I 180o) - sin al . ( I Z)

Kreissegment
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6. Berechnungen von Dreiecken
Vielecken

A. Sätze
Es sei s der halbe Umfang, d.h. s = 1/z[a + b + c]

S inussa lz= a :b  tc= s incr :s in  B:s iny
abc = -

sin ct sin B sin y

und regelmässigen

b2+c2 -a2
2bc

a2+c2 -b2
2ac

a2+b2_c2
2ab

Cosinussatz: s,2 - b2 + c2 - 2bc cos a + cos cr =

b2 = a2 + c2 -2accos B + cos B -

c2 = a2 +b2 -2abcosy + cosy -

a+bTangerssätz: a-b

a+c
a-c

,"'(#) =cot[

,"n(?) =cotä

Halbwinkelsätze=

,"'(?=cotB

b+c
b-cr"r(?

lnkreisradiusr fi = * = s tan |t^nlt^nt =  r,stn f; sin $ sin I
= = (s - a) tanä = (, - b) tang = ,, - c) tan|

Umkreisradiusr r, = t*; = #* = tft = # =
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Mollweidesche Gleichungen :

Fläche:

Projektionssatz:

40

ä=bcosy+ccosB
b = ä cosy + c coscr,
c=äcosB+bcoscr

hu=bs iny=cs inB=

ho=aS iny=CS in61=

h"=aS inF=bS incx=

(b + c) sin nr= ̂ro, f

(c+a) s in$=bcos,

(a + b) sin [= r .o,  f

(b-c) .or!=äsinV

(c-a) .or$=bsin:f

(a-b) .or|=csin+
A = 1/z ab sin \ = 1/z ac sin F =,/, bc sin a

_ a2 sin ß sin y _ b2 sin ct sin y _ c2 sin cr sin ß
2s inc r  2s inB 2s iny

= I i  S = =ff =2r?,sinosinBsiny

Höhen:

Das Höhen verhalten sich zu den Seiten wie folgt: hu : ho : h. = 1. 
*. :

Seitenhalbierende: su = '/r116z + c2 + 2bc Gos a - 1/zW

sb = ' / r1[a '+ s2 + 2ac cos F = ' / r@

S.= ' t t  -Vz@

Die Seitenhalbierenden werden durch ihren gemeinsamen Schnittpunkt im Verhältnis
1 :2 gete i l t .

winkelhalbierende: wo = ry = W
Wp=&#€)=w
w=&!_eosJf)=@"Y-  a+b a+b

Eine Winkelhalbierende teilt die gegenüberliegende Seite im Verhältnis der
anliegenden Seiten. Es sei z.B. P der Schnittpunkt von wc mit a. Dann gilt
CP:gP =b:c .

2A
a
2A
b
2A
c
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B. Berechnung von Seiten und Winkeln

Aus drei Seiten:

Aus zwei Seiten und einem Winkel:

*Für den mit dem Sinussatz berechneten Winkel gibt es im allgemeinen zruei
Lösungen.

Aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel:

ä,bundc y = 1800 - cr - B

ä ,bundc t
F* = arcsi

y = 1800 - cr - B

ä,bundp cr* = 
"r.rin(qtü)

y = 1800 - cr - B

ä ,Gunda y*=",..rin(T) F=1800-c r -y

0=1800-c r -y

b,Gund0 cr = 1800 - 0 - v

b ,Gundy cr = 1800 - F - V

ä,bundy
a2+b2-Zabcosy 0 = 1800 - cr - y

ä,Gund0
a2 + c2 - 2ac cos p cr = ärGCoS[ 2bc y = 1800 - c - B

b ,Gundo
b2 + c2 - 2bc cos cr y = 1800 - cr - B
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Aus zwei Winkeln und einer Seite:

Geqeben

?ruundB y=1800-c t -B ,  asin $
D - - -

SIN C[

asrnv
n - -v -  

s i n a

?, ü und y 0=1800-c r -y
.  as in  ß
O =  .  *

Sln cr
as tnv

n - -
sin cr

ä,9undy cr = 1800 - F - v
.  as in  ß
h _ rr ' -  

s i na
as inv

n - -v -  
s i na

b,0undF y = 1800 - ct - B
bs ina

a= t ,pB
bs inv

n - 4

sin $

b,0undy 0 = 1800 - ct - y
bs ina

a= t ,nB
bs inv

n - -
sin P

b,pundy cr = 1800 - F - v
bs ina

a= s, r '  p
bs inv

l - - -v -  s inB

G,0Und0 y = 1800 - ct - B
C Sln cr

ä =  .
sln Y

.  cs inß
b = - T -

sln Y

c ,0undy 0=1800-c r -y
C SlIl cr

ä =  .
SlIl Y

.  cs inß
D - - - -

Slfl y

G,0undy c r=1800-F-v
C sin cr

a= .  -
sln Y

.  cs inß
b =  .  

t

sln Y

C. Regelmässige Vielecke

Winkel: 18oo
o= n

Sei ten:  sn=2rrs in  a=2r ,  tan61

Umkreisradiusr ru =, n=k=#

Inkreisradiust Ii = 2fi; = ru cos cx,

2 r, sin(kcr) sn sin(kcr)
Diagonalenl dr.n= 2ru sin(kcr) = ffi 

= =fiiJ,

wobe i  k=2 ,3 ,4 ,5 , . . . . .  und  k<n12 .

Umfang:  u = f lsn= 2nrusin61 =2nr,  tancr

Fläche: A - 1/zn ri sin 2cr = (n l+)sl cot ct - nri2 tan cr
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1. Skalare und Vektoren

Sämtliche physikalische Grössen lassen sich in zwei Klassen aufteilen wie folgt:

Vektoren: Vektoren haben eine Richtung. Ein Vektor ist vollständig definiert durch
seinen Betrag und seine Richtung. Beispiele von Vektorgrössen sind
Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft u.s.w.

Skalare: Skalare haben keine Richtung. Beispiele von skalaren Grössen sind
Temperatur, Fläche, Masse, Energie u.s.w.

f m fofgenden wird ein ein kartesisches Rechtssystem mit den Basisveffioren

ö*=ß) ",=fl und r==(i)
verwendet.

Vektorgrössen werden graphisch als Pfeile
dargestellt. Symbole, die Vektorgrössen
darstellen, werden durch Pfeile
gekennzeichnet wie folgt:

Vektoren können auch durch ihre
Komponenten in einem Kartesischen
Koordinatensystem dargestellt werd en, z.B. in

nebenstehender Figur wäre U = (3) und

,- /6\ Fo = (;/. Es gilt folgendes:

Zwei Vektoren sind dann gleich, wenn sie
in all ihren Komponenten übereinstimmen.

Wir unterscheiden Ortsvektoren und Richtungsvektoren. Ortsvektoren haben
ihren Angriffspunkt im Koordinatenursprung. Richtungsvektoren kennzeichnen eine
Richtung. Sie sind im Raum frei verschiebbar.

Von den Koordinatenachsen werden drei Koordinatenebenen aufgespannt. Diese
zerf egen den dreidimensionalen Raum in acht Offianten. Entsprechend den
Vorzeichen der einzelnen Koordinaten ergeben sich Oktanten l, ll, ll l, ..... und Vlll
wie folgt:



48

Vektorgeometrie, Seite 2:

Oktant:

Vektoraddition und

Vektorsummen werden durch sogennante
Veffioradditionen gebildet.
Vektoradditionen lassen sich geometrisch
durch sogenannte
Veffiorparallelogramme
veranschaulichen. In der
Koordinatendarstellung erhält man die
Vektorsumme durch Addition der einzelnen

Vektorzerlegung

D

gDr
+

, d rg
man die einzelnen Komponenten

l ,__
l=.mz=1ffi=5 oderlfll

B

A

lr;l

tl ill IV V VI vtl vill
X + + + +

V + + + +

z + + + +

b
{

Komponenten,wiezB ä + b =(3) .( :)  =(3 l : )  =(,%)

Bei der Addition von mehr als zwei
Vektoren kann aus den einzelnen Vektoren
ein sogenanntes Veffiorpolygon gebildet
werden. Die Vektorsumme erhält man
dann, indem man den Anfangspunkt des
Vektorzugs mit seinem Endpunkt verbindet.
Bei der Koordinatendarstellung erhält man
die Vektorsumme, indem man die
Koordinaten der einzelnen Vektoren
aufsummiert, z.B. ä + O + ö =

€) .(?) .(ä) =fff#f') =(J)
Den Betrag eines Vektors erhält man indem

addiert und die Quadratwurzel zieht, z.B.

{zz + 5z az = \re = 3\F = G,7oB2. Der Betrag einer Vektorsumme ist niemals
grösser als die Summe der Beträge der einzelnen Vektoren, d.h. I ä | * | O | = | ä *
b | . Es gilt folgend e ,,Dreiecksungleichung":

l lä l  -  lbl l  = lä tol  = lät * lbl

Vektoren mit einem Betrag 1 werden als Einheitsveffioren Bezeichnet. Vektoren
mit Betrag 1 in Richtung der Koordinatenachsen werden als Basisvektoren
bezeichnet. lm dreidimensionalen Raum gibt es drei Basisvektoren wie folgt:
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Die von einem Vektor ä und den Basisvektoren ör, ö, und 6, eingeschlossenen
Winkel seien a,0, resp. y. Die Grössen coscr, cosB und cosy werden als
Richtungscosinusse bezeichnet. Es gilt folgendes:

cos2c+cosrp+cos2y-1

Ein beliebiger Vektor kann in einen Einheitsvektor verwandelt werden, indem man ihn
durch seinen Betrag dividiert. Der Einheitsvektor ü = ä | läl zeigt in die Richtung
des Vektors ä.
Es gilt folgendes:

' Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie in Betrag und Richtung übereinstimmen.
' Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie in allen Komponenten übereinstimmen.
' Zwei Vektoren sind kollinear, wenn sie in ihrer Richtung (aber nicht unbedingt

im Betrag) übereinstimmen oder wenn ihre Richtungen entgegengesetä sind.
Anders formuliert: Zwei Vektoren ä und b sind kollinear, wenn ä = k 6, d.h.

( . / , \  /1 \  ( -2 \
a* /b"=äy lby=a=lb . .  D ieVektoren ä= l1 l ,b  =12 |  und ö= l  -4  1  s inda lso

\-sl \-ol \tz)
kollinear.

Zwei Vektoren ä und b, die nicht kollinear sind, spannen eine Ebene auf.
Liegen weitere Vektoren c, ä in einer von den Vektoren ä und b
aufgespannten Ebene, so werden die Vektoren ä, b, ö, A , ...... als
komplanar bezeichnet.

Für den Betrag der Vektorsumme zweier
Vektoren, die den Winkel g einschliessen gilt
folgendes:

lä+ol =

Den zwischen zwei Vektoren

ö*=ß) ",=fl und u==(i)

fb-\= lb'l
\b./

kann man

r"-)
ä = lar ;  und b

l"J
eingeschlossenen Winkel g wie folgt berechnen:

_-____(  a"b ,  +  anbu +  arb ,  \q = arcc"rl 
,l
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Zerlegung von Vektoren: Häufig ist es vorteilhaft Vektoren in Komponenten mit
vorgeschriebenen Richtungen zu zerlegen. Dies entspricht sozusagen einer Umkehr
der Vektoraddition. Man sucht eine Anzahl Vektoren in vorgeschriebener Richtung,
deren Vektorsumme den ursprünglichen Vektor ergibt.

Der Vektor U = (3) beispielsweise kann zerlegt werden wie folgt:

: 12\ t" - (3) Die beiden Komponenten zeichnen sich im vortiegenden Fatl- ) - t t - l l

" - \3 / - \0 /
dadurch aus, dass sie parallel zur x- und y-Achse gerichtet sind.

In nebenstehendem Beispiel wird die
nach unten gerichtete Schwerkraft eines
Körpers auf einer schiefen Ebene mit
Neigungswinkel cr, in zwei Komponenten
zerlegt von welchen eine parallel und die
andere senkrecht zur schiefen Ebene
gerichtet ist.
Ein Vektor in einer Ebene kann in zwei Komponenten (in verschiedene Richtungen!)
zerlegt werden wie folgt:

ä /a-\ ^ i -/b'\ /c-\=l,"J-Ä' D +P c =rloJ**l.J

Man erhält dann die Parameter I und p aus einem System von ruei linearen
Gleichungen.

^-er -gu3c*  .  ,  aub"-a*bu

f f i  
uno P=b".,.6E

Vektoren im Raum können in drei Komponenten zerlegt werden. Ein Ansatz für
eine entsprechende Linearkombination wäre

ä- r6+pö+vA

Die Parameter 1., p und v erhält man wiederum aus einem System von linearen
Gleichungen. Man erhält

Das Thema ,,Vektorzerlegung" wird im nächsten Kapitel noch eingehend behandelt.

(-2\
Beispiel: Stelle den Vektor ä = I 4 | dar als eine Linearkombination der Vektoren

\s/

/"") lLb^ 
* Fcx + vd"1

l "r l=l^or+Fcy+"drl
\a ,  \ Ib=r l r cz  +vd , f

o,ö und d wierorst: 6=fil . =(?l uno -=f;tl
\0 /  \ -4 l  \1 /

Mi te inemAnsatzwiefo lg t :  ä  -  l ,b  +p ö +v d erhal tenwire in
System von linearen Gleichungen wie folgt:

Lösung:
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( ) ' *2p" -  2"  \  ( -2 \

lzx+.3p+3"1=l1l
\  -4p+v /  \5 /

Daraus erhält man eine Linearkombintation wie folgt: ä = 2b - ö + d.

Linearkombinationen von Vektoren werden in nachfolgenden Kapitel eingehend
behandelt.

Soff ein Vektor F so in zwei Komponenten F, und F, =
zerfegt werden, dass F mit diesen einen winkel cr1 , resp. F2
a2 einschliesst so gilt folgendes:
- - F, + F,= fsin ", ft^:: " '\ /cos "')) - ',-, lF I

\  
.  

\-srn or) * srn cr1 
[sin tr))r i(",  + or)

4w
I

Die beiden Terme im obigen Ausdruck entsprechen den Komponenten F, und Fr.
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2. Y ekto rzerleg u ng, Li nearkom bi nationen

Unter einer Vektorzerlegung versteht man eine Darstellung eines Vektors a als
Linearkombination von Vektoren b, c, d, etc wie folgt:

a=0b+yc+öd+. . . . . .

Sind die Vektoren b, G, d, ..... linear abhängig, so lässt sich eine entsprechende
Linearkombination unter Umständen nicht erstellen. Drei Vektoren, die voneinander
finear abhängig sind werden als komplanar bezeichnet, wenn sie in einer Ebene
liegen oder kollinear, wenn sie die gleiche Richtung haben.

Beispiel: Stelle den Vektor a dar als eine Linearkombination von b, c und d. Es

/3 \  /0 \  /1 \  /0 \
sei a=l-9 1,b=l11,"=l-1 |und d=121.

\3 /  \2 )  \1 /  U/

Lösung: AusdemAnsatz a = 0 b +yc +öd erhältman ein Systemvon l inearen
Gleichungen wie folgt:

Y=3
0-1,+2ö- -9
2F + y + ö = 3

Mit der Lösung P --2, y = 3 und ö = -4. Die Linearkombination lautet
a fso:  e=2b +3c -4d.
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3. Abstand zwischen zwei Punkten

/a-\ /b.\
Der Abstand zwischen zwei Punkten Al 

", I 
unO gl b, I wird wie folgt

\"J t'0,/
berechnet:

AB = ,,Abstandsformel"

Berechne den Abstand zwischen den punkten ^f-il uno tf fl
\+/ \-o/

Beispiel:

Lösung:
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4. Teilung von Strecken
(Punktspiegelung)

Ein Punkt P mit Ortsvektor rp teilt die Strecke

AB zwischen den Punkten A und B mit
Ortsvektoren rA, resp. rB im Verhältnis m : n,
wenn folgendes gilt:

n r A + f f i f e
fP=  r r+n

lm speziellen Fall, dass ffi = n, d.h. wenn P in der
Mitte der Strecke AB liegt gilt folgendes:

rp = 1/zlro+ rBl

1. Beispiel: Bestimme den Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden eines Dreiecks
mit Eckpunkten A, B und C wie folgt:

^(il,'f3l ,no .f"')
\5/ \-e/ \-2 )

Lösung: Der Punkt M mit Ortsvektor rM sei der Mittelpunkt der Strecke AB .
Es gilt rM = 1/zfro+ rBl. Der Flächenschwerpunkt S teilt die
Seitenhalbierende sc (Verbindungslinie zwischen C und M) im
Verhältnis 2: 1. Folglich gilt für den Ortsvektor rs von S folgendes:
rs = [rc + 2ru]13 = [re + re * rc]/9. Dies ergibt folgendes:

/5 \sl 41.
\-2)

In manchen Fällen ist ein Punkt, der eine Strecke in einem vorgegebenen Verhältnis
teift vorgegeben. Das wichtigste Beispiel dieser Art ist die Punffispiegetung. Es sei
P' der am Punkt S gespiegelte Punkt P. Der Ortsvektor rp, von P' lässt sich aus
den Ortsvektoren rs und rp von S, resp. P wie folgt berechnen:

fp, = fs * (fs - fp) = 2r"- f ,
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/3 \  (2 \
2. Beispiel: Der Punkt P' sei der am Punkt Sl -2 | gespiegelte Punkt Pl -1 l.

\-3/ \-s/
Bestimme P'.

Lösung: Es seien rp, rp, und rs die Ortvektoren der Punkte P, P' resp. S. Es

girt dann rp, = 2 rs- rp = t |, ̂il fil = fil
\-3/ \-5l \-1l

/q\ (7 \ (2\
3. Beispiel: Es seien Al 2 | Bl -4 

I und Sl 2 | zwei Eckpunkte und der Schnittpunkt
\o/ \z) t,r/

g:ffitf f 
' 
:5J"J,i?:;'J" 

D re iecks Besti m m e den re h rend e n

Lösung: Es sei M der Mittelpunkt der Seite c des Dreiecks [Mittelpunkt der
/5 \

Strecke ne t. Man erhält lttll -t l. Es seien 16, rs und rc die
\+/

Ortsvektorenvon M, S resp. C. Esgi l tdann rc= ru *3 [rs- rm] -3 rs

2ru=t,i") ,fr) = f,)r' ' 
| 't/ 

-t,+/ 
\-s/



56

Vektorgeometrie, Seite 22:

5. Geradengleichungen
Eine Geradengleichung (im
dreidimensionalen Raum) lautet wie
folgt:

g :  r - ro+ l ,a

oder in "Komponentenschreibweise"

Die in der Formel erscheinenden
Grössen werden nachfolgend wie folgt
bezeichnet:

Po: "Aufhängepunkt"
a: Richtungsvektor

P

S.,: Spurpunkt
g

'(l)=lll.^lil

ror Ortsvektor des "Aufhängepunkts".
a: Richtungsvektor (der Geraden).
l,: Streckungsfaktor.

Die Schnittpunkte einer Geraden mit den Koordinatenebenen (E.,: x = 0, Eel V = 0
und Et:z - 0) werden als Spurpunffie (derGeraden) bezeichnet. Die
Spurpunkte S,,S, und Ss erhält man wie folgt: g O E, - Sr,g O E, - Se und g
I Er - Ss. Es ist leicht ersichtlich, dass man die Spurpunkte einer Geraden dadurch
erhält, dass man für den Streckungsfaktor l. Werte einsetä wie folgt:

Sr=ErOg:  f ,+-xo la*
Sz=ErOg:  f ,+  -yo ldv

Ss = E. fl g: f, <- -zol a,

Eine Gerade kann mit unendlich vielen Gleichungen definiert werden. Es gelten
folgende Aussagen:

Satz 1: Zwei Geraden gr: r = rr r hr är und gz: r = tztXzdz sind parallel, wenn
ihre Richtungsvektoren al und a2 kollinear sind.

Satz 2: Zwei Geraden gr: r = 11 * trr är und gz: t = 12 * Lz?z sind identisch wenn
?1, d2 und tr - tz kollinear sind.

Eine Gerade durch zwei Punkte A und B mit Ortsvektoren rA und rB erhält man,
indem man einen der beiden Punkte als Aufhängepunkte wählt und für den
Richtungsvektor a der Geraden die Differenz der beiden Ortsvektoren einsetzt, z.B.
g:  r  -  ra*  t r ( re  -  r j ,  g :  r  =  tB + l , ( r " -  ro)  , r  =  ra*  t r ( rn-  rJ  oder  r= rB + l , ( ro-  rJ .
Eine einmal festgelegte Definition einer Geraden sollte jedoch beibehalten werden.
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Geraden im dreidimensionalen Raum schneiden sich gewöhnlich nicht. Es seien gr
und gz Geraden wie folgt:

/*\ (*') fi,-) /*) f.') l,1*)
e': lYl= lVr l+ I, l"" l  und gr: l I l= lvzl+ Ir l  "rr l\z) \=,) [,",,/ \z) \=r) \^r=)

Nur wenn für das überbestimmte lineare Gleichungssystem in 1.1 und X2 wie folgt:

trr är* -Xzdz** Xr - Xz = 0
trr äry -l"zazv + Yr - Yz= 0
t r rär r  -Xzdz=*z t -zz=0

eine Lösung existiert schneiden sich die Geraden. Dies ist der Fall, wenn (x., - xr)
le,,,vArr- d,t.azvl + (yr - vJ [ar =a2*- är* az) + (2,, - zz) lat*?ry - äryäzJ = 0.

In den nachfolgenden Beispielen sei die Gerade g stets definiert wie folgt:

r*\ /1\ r1\g: ly l=12l+ l ,  l -1 |
\=) \-g/ \z )

1. Beispiet: überprüre, ob ̂ f;'l . n und ,(t'l = n
\-7 ) \-5l

Lösung: Für den Punkt A erhält man l. = (-1 - 1) t 1 = (4 - 2) t(-1) = (-7 - (-3)) 12
- -2. Der Punkt A liegt demzufolge auf g. Für den Punkt B hingegen
erhält man für den Streckungsfaktor I unterschiedliche Werte von 3, -
1 und -1 . Der Punkt B liegt also nicht auf g.

2. Beispiel: Bestimme den Spurpunkt 51 von g.

Lösung: FüI X = 0 ist der Streckungsfaktor gleich -1. Setä man für l, diesen
/0 \

Wert in die Gleichung für g ein, so erhält man S'l 3 l.
\-5l

3. Beispiel: Bestimme denjenigen Punkt P auf g, für welchen gilt x = v.

Lösung: Aus X = Y = 1 + l. = 2 - X erhält man 7u -- 1/2. Eingesetä in die

et?\Geradengleichung erhält man für P folgendes: Pl3l2/ r ' | v v v '  ' l - - t /

4. Beispiel: Bestimme die gegenseitige Lage der Geraden gr und gz wie folgt:
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Lösung: Man erkennt sofort, dass or = -2 ?r. Die beiden Geraden sind also
paraf fel und eventuell identisch. Für tz- tr erhät man h- tr - 3 ä.'.
Die Geraden gr und gz sind demzufolge identisch.

5. Beispiel: Überprüfe, ob die zwei Geraden gr und gz wie folgt:

n,, f;l =(L') . ̂ ,f il und n,, f;'l = f-?l . ̂ ,f ;)
\=) \-sl \z) \=) \g/ 

-\-z)
sich schneiden. Bestimme gegebenenfalls ihren Schnittpunkt S.

Lösung: Durch Gleichsetzen von der Koordinaten erhält man ein System von
drei linearen Gleichungen für die Streckungsfaktoren 1"1 und ),,2. Man
kann zwet (beliebige) dieser Gleichugen nach 1.1 und l"z auflösen.
Wenn die gefundenen Werte auch die nicht verwendete Gleichung

äTj:lhs:i'*ffii11{1Tl';^},=l!"fu rn 3 + 2
hr = I - 2 X2. Alle drei Gleichungen werden erfüllt für die Werte trr = 5
und Xz = 1 . Dies bedeutet, dass gr und gz sich schneiden. Der

/6 \
Schnittpunkt ist Sl -3 

I
\7 )

Definition: Eine Gerade, die im dreidimensionalen Raum zwet Geraden gr und gz
schneidet wird als Transversale (von gr und gJ bezeichnet.
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6. Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren a und b
wie folgt:

r""\ rP.)
r=l"r l  und O=lbrl

\"J \b=/

kann auf zwei verschiedene Arten berechnet
werden

a '  b  -  ax b"  + ä,  b ,  *  drbr= la l ' lb l  cos q

ä,  b"  *  äy b,  + a=b.= cos p

Der von den Vektoren a und b eingeschlossene Winkel q kann aus dem
Skalarprodukt a . b wie folgt berechnet werden:

q=arcc"r(fi !-r.ror)=**o{Wl)

Weil cos 90o = 0 ist das Skalarprodukt von zwei senkrecht zueinanderstehenden
Vektoren null. Es gilt folgendes:

Satz 3: Das Skalarprodukt von zwei Vektoren ist dann und nur dann gleich null,
wenn die beiden Vektoren senkrecht zueinander stehen, d.h. a I b * ? .
b=0.

Wie bei der normalen Multiplikation (von Skalaren) wird beim Skalarprodukt das
Muftiplikationszeichen häufig weggelassen. Man schreibt z.B. ab anstatt a . b oder
a2 anstelle von a. a.

Satz 4: Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist gleich dem Quadrat
seines Betrags, d.h. a2 - lalr. Es qilt also la | = Va . a.

Satz 5: Gilt [a'bl2 = 7212 so sind die Vektoren a und b kollinear.

Für kollineare Vektoren a und b gilt ä = rb Man erhält also t<= a^lb" = arlbr= d.
lb=. Daraus erhält man zwei linear unabhängige Gleichungen, z.B. a^lb^= arlb,
und a*/b* = a=lb=. Weil d2 = lal, werden wir im folgenden anstelle von a2 meist
einfach s,2 schreiben. Für das Skalarprodukt gilt das
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Kommutativgesetz= a.b = b.a
Distributivgesetz: (a + b).c = ä.c + b.c

Das Assoziativgesetz ist hingegen nicht gültig, d.h. im allgemeinen gilt
(a .b) .c*  a . (b .c ) .

Es gilt die Schwarzsche Ungleichung wie folgt: la.b | = la I lb | .

1. Beispiel: Bestimme das Skatarprodukt f t I |3l
t.-r / \g/

Lösung:  3 '2+2 '5  +  ( -1) .9=7.

2. Beispiel: Es seien zwei Vektoren a und b gegeben wie folgt:
(q \  / -q \

.= lq-1 lund O=l  2  |  Best immedieGrösse q  so,dass a  und
\  q  /  \q+1)

b senkrecht zueinander stehen.

Lösung:  q '  ( -q)  +2 ' (q  -  1 )  +  q  (q  +  1)  =  0  -+  g=213.

3. Beispiel: Von welchem Punkt P auf der Geraden g sieht man die Strecke AB

untereinemrechtenwinker,wenn r lil=ü) 
^(fl und t([)

\zl

Lösung: Es seien 14, rs und r Ortsvektoren von A, B, resp. P, wobei P c g.

Dann gir t  (ra-r)  .  (re-r)  = ( |ä 
[ i ,ä) 

= r  4] \2-62Ä + 48 = 0

Man erhält für I Lösungen hr = 1 und Lz= 2417 = 3,4286. Dies

/ 3 \ (10,2857\
ergibt die gesuchten Punkte wie folgt: P,l-1 | und Prl -3,+286 l.

\2 ) 
-\ 

o,aszr /
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7. Normalprojektion eines Vektors auf eine Gerade
Die Normalprojektion eines Vektors b auf
eine Gerade mit dem Richtungsvektor a kann
mit dem Skalarprodukt wie folgt bestimmt
werden:

b" = (:."'r). = (-,*t t

Die Grösse # wird als skatare Komponente von b bezüglich a bezeichnet.

l a . b \
Die Grösse (,--z-=J . wird als vektorielle Komponente von b bezüglich a

bezeichnet.
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8. Schnittwinkel von zwei sich schneidenden
Geraden

Es seien gr und gz auei sich schneidende Geraden.

Den Schnittwinkel A erhält man dann mit Hilfe des Skalarprodukts aus den
Richtungsvektoren ar und a2 von gr resp. gz wie folgt:

/ at ' a, \ ^-^^^^(aß a2x + afi a2y + aft azz\
ö = äICCtt[,f 

"1 6t1 
= äICCotl

Falls q > 90o wird 180o - q als ,,Schnittwinkel" bezeichnet, d.h. als ,,schnittwinkel"
von zwei Geraden gilt der sogenannte ,,spitze Schnittwinkel", d.h. für den
Schnittwinkel von gr und gz gilt I = min(ö,180o - ö).
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9. Das Vektorprodukt
(Kreuzprodukt)

Das Vektorprodukt ä x b von zwei
Vektoren a und b ergibt einen Vektor,
der sowohl zu a, als auch zu b
senkrecht steht. Der Betrag des
Vektorprodukts ist zudem gleich der
Fläche des von a und b
aufgespannten Vektorparallelogramms.
Das Vektorprodukt wird wie folgt
berechnet:

| ", 
brl

l^, b'l

I a- b^l- 
l^= b'l

I a- b"l
I ar brl

z.B.

-+l
-61

-ql
-sl

Die Vektoren a, b und ä x b bilden ein sogenanntes orthogonales
Rechtssystem. [Siehe dazu obige Figur!]. Das Kommutativgesetz ist demzufolge
nicht gültig; stattdessen gilt a x b = - [b x a].

Der Betrag des Vektorprodukts kann mit
Hilfe des von den Vektoren
eingeschlossenen Winkels p wie folgt
berechnet werden:

la ' ,  b l  = la l  .  lb l  s in  q

Daraus ist ersichtlich, dass ä x o = 0. Es gilt folgendes:

(a, b= - a, bv\
=l^.b" - a* b, I

\a* b, - a, br)
äxb=[il'ül =

3l(lt
ß) '(,il=l ll

Il;

\

l=(fli3, l!?,,) =ß)
)

laxbl
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Satz 6: Das Vektorprodukt ä x b von zwei Vektoren a und b ist ein Vektor,
der sowohl zu a, als auch zu b normal steht (Orthogonalsystem).
Insbesondere is a x b ein Normalenvektor zu jeder von a und b
"aufoespannten" Ebene.

Satz 7: Der Betrag eines Vektorprodukts ä x b von a und b ist gleich der
Fläche des Vektorparalleloqramms von a und b.

Aus den geometrischen Eigenschaften des Vektorprodukts ergeben sich
hauptsächlich zwei verschiedene praktische Anwendungen A und B wie folgt:

A, Berechnung von Normalenvektoren zu einem Vektorpaar, resp. zu jeder von
diesem Vektorpaar aufgespannten Ebene.

/3 \  / -1 \  (2 \1 Be sp e': 
H:H:.=,:::' ff: ;Tl,lLil:$/J::[il l''=u,
Ebene E.

Lösung: Ein Normalenvektor zu E kann z.B. wie folgt berechnet werden:
n = ( re- r j  r  ( rc- rJ  oder  n  = ( rc- re)  *  ( rc- ro) .  lmersteren Fal l

/ -1 -3 \  l2 -3 \  ( -4 \  / -1 \  /6 \
erhältman n=1 1 -4 l" l  1 -4 l  =l-sl " l-sl=l-11 1.

\-3 + 2/ \-5 + 2/ \-1l \-3l \ e /

B. Flächenberechnungen. Hauptsächlich zur Berechnung von Dreiecksflächen.

/3\ /- l \
2. Beispiel: Berechne die Fläche des Dreiecks mit Eckpunkten Al 11, Bl I I und

\-2) \-3/
/3 \

cl 6l
\ -1 l

Lösuns: FnBc = v,lte-rr, (rc-rr l=y"ltil,. (fll=,,,1 ß)l 
= o,u
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/1 \  (2 \
3. Beispiel: Für welche Vektoren b gilt folgendes: l-21 " 

b = l-1 l?v  
\ r /  \ -+ /

Lösung: Das Vektorprodukt zweier Vektoren ä x b steht senkrecht sowohl zu a
als auch zu b. Es gibt im obigen Beispiel nur dann Lösungen für b,
wenn der erste Vektor zum gegebenen Vektorprodukt senkrecht steht.
Dies ist der Fall, denn

/1 \  (2 \
l -2|1.1-1 l=2+2-4=o
\1 /  \ -4 )

Aus der gegebenen Gleichung erhält man drei lineare Gleichungen mit
Unbekannten b", by und b. wie folgt:

lr i:l =-bv' 2b.=t

lr i,l=b*-b,=-1

l:, l;l = 2b*+ bv = -4

Man erhält also drei lineare Gleichungen mit drei Unbekannten. Man
kann zeigen, dass diese voneinander linear abhängig sind. Eine der
Unbekannten ist also frei wählbar. Es sei b" = Q. Durch Einsetzen in
obige Gleichungen erhält man by = -4 -zbx- -4 -2q und br= b" + 1 =
q + 1. Es gibt also unendlich viele Vektoren b wie folgt:

(q  \
O = | -2q-4 l ,  q  bet ieb ig

\q  +  1 /

welche die gegebene Gleichung erfüllen.

Für die Multiplikation mit einem Skalar gilt folgende Regel:

a x (cb) = (ca) x b = c (a 
" 

b)

Es gilt das Distributivgesetz wie folgt:

( a+b ) "G=oxc rbxC
ax (b+c )  =oxb+axc

Das Kommutativgesetz gilt jedoch nicht. Stattdessen gilt folgendes:

äxb= -bxä
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Eine Gleichung der Art r x ä = b hat nur dann eine Lösung (für r), wenn a r b, d.h.
ä*b" + Eb, * arb.= Q. In diesem Fall stellt diese Gleichung eine Gerade dar, d.h. es
gibt unendlich viele Lösungen. Diese wird als vektorielle Gleichung der Geraden
bezeichnet. Es gilt folgendes:

äxb
f  x ä = b  - - r  f  - + l"a, wenn a I b.

Beispiel: Bestimme die Punkte mit Koordinaten
Gleichung erfüllen:

x, y und z welche folgende

Lösung: Zuerst vergewissern wir uns, dass

Die gesuchten Punkte liegen auf einer Geraden g wie folgt:

Fall. Wenn wir auf der linken Seite
vertauschen wechselt auf der recht
schreiben

ß'(l=ff)
(2 \  ( -2 \
l -t | " | 

1 | = o. Dies ist tatsächlich der
\5 /  \1 /
die Faktoren im Vektorprodukt
en Seite das Vorzeichen. Wir können

(l"ffi) =fi)

.^(:)=(3;?) .^[:)'[l1J11-  
22 + 12 + 52



Eine Gerade g sei gegeben wie folgt:

(l=r.+la= ltl .{il
Unter dem Abstand ö eines Punkts P mit
Ortsvektor rp von der Geraden versteht man den
kürzesten Abstand zwischen P und einem Punkt
auf der Geraden, d.h. die Länge PF des Lots vo
P auf g.
Der Abstand ö wird als Betrag eines
Vektorprodukts wie folgt berechnet:

"  l?x( r r - ro) lo  =  
;a l
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10. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden

(Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade. Spiegelung eines
Punktes an einer Geraden).

und den Fusspukt F des Lots erhält man für einen Streckungsfaktor l.F wie folgt:

a '  ( rp -  ro)
A r = _ -

Den Ortsvektor des Fusspunkts F des Lots erhält man aus l.F wie folgt:

f F = f o + l " r a

Der Punkt P' sei das Speigelbild von P bei einer Spiegelung an g. Den Ortsvektor
von P' erhält man wie folgt:

lP '=2r r - r ,

Beispiel: Eine Gerade g und ein Punkt P seien gegeben wie folgt:

/ * \  (2 \  (2 \  /  5  \
g :  ly l= l0 l+ i ' l -s l  und P l  -3  l .Esse i  P 'deran g  gesp iege l tePunkt

\=) \ -1l  \ t /  \ -z)
P.
Bestimme folgendes:

a) Den Abstand ö des Punktes P von der Geraden g.
b) Den Fusspunkt F des Lotes von P auf g.
c) Den Punkt P'.
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Lösung: lm vorliegenden Beispiel silt rp - ro = 
F)

a) ö=E#=W=E-=6=ffi=\F

b) hr=TäQ= f# =#=,Eingesetztindiea (flh
Geradengleichung für g erhält man für den Fusspunkt des Lots

/4 \
folgendes: Fl -3 |

\o/
c) Es seien rp, rp und rp, die Ortsvektoren von F, P, resp. P'. Dann

gilt folgendes:

, r3l
\z)

Punkte, die von einer Geraden g einen Abstand p haben liegen auf dem Mantel
eines geraden Kreiszylinders um g mit Radius p. Die Koordinaten dieser Punkte
erfülfen die Koordinatengleichung des Kreiszylinders. Siehe dazu das separate
Kapitel über gerade Kreiszylinder.
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11. Das Spatprodukt
Anstatt einfache Skalar-
und Vektorprodukte von
Vektoren können auch
mehrfache Produkte von
Vektoren, wie z.B. (a x b) x
(b x c) u.s.w. berechnet
werden. Von diesen
mehrfachen Produkten hat
ein afs "Spatprodukt"
bezeichnetes Produkt
dreier Vektoren wie folgt:

(axb) .c - (brc) .a
=(cxa) .b- - (b ta) .c
=- (c tb) .a-  - (arc)  .b

Oxb

eine spezielle (geometrische) Bedeutung. Das Spatprodukt ist dem Betrag nach
gleich dem Volumen des von den drei Vektoren a, b und c "aufgespannten"
Prismas, welches auch als "Spat" bezeichnetwird. Es gilt (a x b).c - a.(b x c).
Esgi l tdeshalbfolgende Notat ion: (a x b).G =a.(b x c) -  [abc].  (Wenn [abc] >0
bilden a, b und c ein Rechtssystem). In dieser Schreibweise wird obige Gleichung
wie folgt geschrieben: [abc] = lbcal = [cab] = -1bacl = -[cba] = -[acb]. Das
Spatprodukt wird wie folgt berechnet:

laxbl

(a x b) .c - a . (b x c) - [abc] = lil il
l c "  cy

a=l
b.l
c=l

= ä"brc=+ %b=c" t  ?=b"cy -  d*brcy -  äyb*c, -  a=brc*

Liegen die drei Vektoren a, b und c in einer Ebene (komplanare Vektoren), so gilt
[abc] = g. Die drei Vektoren werden dann als linear abhängig bezeichnet, d.h. man
kann einen beliebigen der drei Vektoren als eine Linearkobintion der beiden
andern darstellen, z.B.

C=cra+Bb

Das Volumen eines unregelmässigen Tetraeders mit den Eckpunkten A, B, C und
D mit Ortsvektoren 14, rs, rs und rD kann als Spatprodukt wie folgt berechnet
werden:

Vor"o = ä l[(ra - rJ (rc - rJ (ro - rd]l = ä l[(ra - ra) (rc - rJ (ro - rJ]l = ....

l l*r-*o ye-vn .r-.ol l  , l l*o-", yn-ye =o-=rl l
=äl lxc-xn yc-Vn zc-zel l=äl l*"-*,  vc-ye zc-zal l= .

l lxo-xa Yo-Yn zo-zel l  
l lxo-xe Yo-Ye zo-zr l l
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Es gilt folgendes:

Satz 8: Das Spatprodukt [abc] von drei Vektoren
gleich dem Volumen des von a, b und c
welches auch als "Spaf " bezeichnet wird.

a, b und c ist im Betrag
"aufgespannten" Prismas,

Satz 9: lst ein Spatprodukt [abc] von drei Vektoren a, b und c gleich null, so
sind diese Vektoren komplanar, d.h. sie liegen in einer Ebene. Die
Vektoren werden in diesem Fall auch als linear abhängig bezeichnet.
Ein beliebiger der drei Vektoren lässt sich dann als Linearkombination
der zwei andern darstellen, z.B. G = cra + ß b.

lm dreidimensionalen Raum sind mehr als drei Vektoren stets linear abhängig. Mit
Hilfe des Spatprodukts kann man einen beliebigen Vektor d als Linearkombination
von drei linear unabhängigen Vektoren a, b und c darstellen wie folgt:

d=
labcl

1. Beispiel: Es seien drei Vektoren a, b und c gegeben wie folgt:

/q \  /q \  /3 \
r= |Z I ,O=|1 |und 

"= | -2  
1 .Best immedieGrösse q  so,dass a ,b

\s/ \-r l  \q/
und c voneinander linear abhängig sind und stelle für die gefundenen
Wefte von q c als eine Linearkombination von a und b dar wie folgt:
G=cra+Bb.

Lösung: Vektoren sind linear abhängig, wenn ihr Spatprodukt gleich null ist, d.h.

lq 2 3l
l !  1-l  l='q2-8q-15=o'
13 -2  q l
Dies ist der Fall, wenn gr = -5 und gz = -3.

/3\ /-5\ /-5\
lm ersten Fal l  g i l t  l -2 1= o,,12l* 0,1 1 |  Man erhält  G1 = -1 ,4 und Fz=

\-s /  \3 /  \ -1 l
/3\ /-5\ /-5\

0,8, d.h. l-2|= -1 .41 2 | * 0,81 1 | Ahnlich erhält man für die Lösung gz
\-sl \s/ \-rl

/3 \  / -3 \
= -$ eine Linearkombination wie folgt: l-2|1= -l 2 I, d.h. az = -1 und Fz- 

\-sl \s/-0 .



/3\ /4\ (7 \ /q\
2. Beispiel: Die Punkte Al 1 l, Bl 1 l, Cl -5 | und Dl 1 I seien Eckpunkte eines

\+/ \z) \r/ t '+/
unregelmässigen Tetraeders. Bestimme die Grösse q in D so, dass
das Volumen des Tetraeders gleich 14 wird.

Vektorgeometrie, Seite 61 :
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(4-3)  (1  -1)  (2-4)  |
(7-3)  ( -5-1)  (1  -4) l  =
(q-3)  (1  -1)  (4-4) l

Lösung: Hier gilt
1 o-21
4 -6-31 =12(g-Q)  =6.

(q-3)  0  0 l
(t14) = +84. Für die beiden Vorzeichen erhält man zuei verschiedene
Lösungen für q wie folgt: Qr = 10 und ez= -4.
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12. Mehrfache Produkte von Vektoren

Weder beim skalaren noch beim vektoriellen Produkt können mehr als zwei Vektoren
ohne weiteres miteinander verbunden werden. Vielmehr müssen Produkte wie z.B.
8 x b x G durch die Venruendung von Klammern auf Produkte von nur zwei Vektoren
zurückgeführt werden.

Für das Vektordreierprodukt gilt der Entwicklungssatz wie folgt:

a  x  (b  x  c )  -  (a .c )b  -  (a .b)c
(a x  b)  x  G = (a .c)  b  -  (b .c)a

Für das Skalarprodukt von zwei Vektorprodukten erhält man die ldentität von
Lagrange wie folgt:

(a x b)  .  (c  r  d)  = (a.c)  (b .d)  -  (a.d)  (b.G) =

Für Vektorprodukte mit vier Faktoren gilt

(a x b) x (c'd) = clabdl - dlabcl = blacdl - albcdl
[(a , b) 'c] x d = (a.c) (b x d) - (b.c) (a x d) = [abd]c - (c.d) (a x b)

a.c b. .  I
a.d  b .d l
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13. Gleichungen von Ebenen

Für die Darstellung von Ebenen bestehen verschiedene Möglichkeiten.

13.1. Koordinatengleichungen von Ebenen:

E: ax + by + cz + d = 0.

Wenn a=0,b=0 oder  c=0 ver läuf t  E para l le l  zur  X- ,V- , resp.  z-Achse.  Wenn
d = 0 geht E durch den Koordinatenursprung. Die Gleichungen der sogenannten
Koordinatenebenen in dieser Darstellung lauten E.,:x = 0, Ezt y = 0 und Er:z = Q.
E1 wird nachfolgend auch als Grundrissebene bezeichnet. Normalprojektionen
von Punkten (oder Geraden) Auf E1 werden kurz als Grundriss bezeichnet.
Ebenengleichungen bei welchen d = 0 stellen Ebenen dar, die durch den
Koordinatenursprung gehen. Gleichungen, bei welchen einer der Koeffizienten a, b
oder c gleich null ist verlaufen parallel zur x-, v- resp. z-Achse.

YJ+c(z-zo)  =0.

Beispiel: Bestimme in der Ebenengleichung E: 4x - 3y + pz - 1 = 0 die Grösse d
/2 \

so, dass Pl -3 | = r.
\-e/

Lösuns= :'fi1fiii"j f:'3'13':i:'gfJ .iji ; ;i;5== 11 ?;,Jl;[,31.r'#,
der ursprunglichen Form der Gleichung für E ergibt - 17 + 8p = -1 und
man erhält für p folgendes: g = 2.

Aus der Koordinatengleichung einer Ebene kann man dte Achsenabschnitte auf
den Koordinatenachsen wie folgt bestimmen:

E:  ax+by +cz +d=0 x-Achset  ö* -  -d la

y-Achse: ö, - -d lb
z-Achset ö, - -d lc

Die Gleichung der Ebene kann mit Hilfe der Achsenabschnitte ö*, öy und öz
formuliert werden wie folgt:

e: 5*I *?=1- '  
ö" öy öz

Aus den Koeffizienten a, b und c einer Gleichung für eine Ebene E erhält man
einen Normalenvektor n zu E wie folgt:
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Dabei ist K ein beliebiger Streckungsfaktor. Dies ist ersichtlich aus der
nachfolgenden Möglichkeit der Darstellung einer Ebene.

Es gilt also

Satz tO: Auf eine Ebene mit der Koordinatengleichung E: ax + by + cz + d = 0
a

stehen die Vektoren f,* = t I b I senkrecht.
c

13.2. Achsenabschnittsgleichung der Ebene:

Eine Koordinatengleichung einer Ebene in der Form

r: 5*I +?=1- - ö x  
ö y  ö z

wird als Achsenabschnittsgleichung der Ebene bezeichnet. Die Grössen ö", öy und

ö= sind gleich den Achsenabschnitten von E auf der x-, Y- resp. z-Achse.

Beispiel: Eine Koordinatengleichung einer Ebene E sei wie folgt gegeben: E: 5x +
6y + qz- 60 = 0. Für das Volumen V des von E, der xy-, der yz- und
der xz-Ebene eingeschlossene Volumen gelte V = 150. [Anmerkung:
Die Gleichungeb xy-, die yz- und die xz-Ebene lautent z= 0, x = 0, resp.
Y = 01. Bestimme q.

Lösung: Aus der Achsenabschnittsgleichung

#.#. Sz=t
erhält  man V = [1 2.10.(60/q)]  l6 = 150. Daraus erhält  man Q = 8.

13.3. Punkt-Richtungs-Gleichung der Ebene:

Es sei n ein Normalenvektor von E und ro der Ortsvektor eines Punkts Po auf E,

d.h. Po e E. Für einen beliebigen Punkt P in E mit Ortsvektor r liegt r - ro in der
Ebene. Somit steht n senkrecht zu r - ro und das Skalarprodukt n ' (r - ro) wird
null. Daraus ergibt sich eine weitere Möglichkeit eine Ebene darzustellen wie folgt:

" ="(il
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E: n (r_f.) =" 
[(i) (Il) 

='

Beispiel: Bestimme die Koordinatengleichung der Ebene, die senkrecht steht zur
Geraden g wie folgt

/x \  /3 \  (2 \
g :  ly l  =  |  0  |  +  I l  1  |

\=) t.-t / \-s/

(2 \
und durch den Punkt P"l -3 

| geht.
\1 /

Lösung: Der Richtungsvektor von g ist ein Normalenvektor zu E. Somit erhält
man

=, f;l =(?) ff;) f.ill =
\zt ls/ llt \r //

(2 \  /x  -  2 \

l1l . lv+31=0
\ -s l  \z-1)

Daraus ergibt sich folgende Koordinatengleichung für E: E:2x + y - 3z +
2=0.

13.4. Die Hessesche Normalform

lst der Betrag des Normalenvektors n in der Punkt-Richtungs-Gleichung der Ebene
gfeich 1, so erhält man die Hessesche Normalform. Füreinen Normalenvektor mit
beliebigem Betrag erhält man die Hessesche Normalform aus einer Punkt-Richtungs-
Gleichung wie folgt:

( r - r o )  . n  
AE: f,=0

Aus einer Koordinatengleichung wie folgt: E: n*x + nyy * frrz + d = 0 erhält man

=. n*x + nuY + n=z + d -  , - t
! - .  - - vtVni  + nl  + ni

Die Hessesche Normalform einer Ebenengleichung hat folgende zwei wichtige
Eigenschaften:
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1. Abstand eines Punktes von der Ebene: Setä man die Koordinaten eines
Punktes P, der nicht in E liegt in eine Hessesche Normalform der Gleichungen für

r*")
E, so erhält man den Abstand ö des Punktes Pl y" I von der Ebene, d.h.

l,="/

$=
nxxo+nvyo+nzzo+d

2 2 2
I l x * n y + n z

(Die Wurzel hat stets das entgegengesetäe Vorzeichen von d!). lst der Ausdruck im
Betragzeichen positiv, so liegen Koordinatenursprung und der Punkt P auf
derselben Seite von E. lm umgekehrten Fall liegen P und der Koordinatenursprung
auf der verschiedenen Seiten der Ebene.

l.Beispiel: Bestimme den Abstand des Punktes P von der Ebene E. Es sei E:
(-2\

2x-2y+z-4=O und P l  -1  
l .

\-s/

Lösung: Man erhält ö -
-4+2-3 -4 -3 .

2. Beispiel: Bestimme den Abstand zwischen den beiden parallelen Ebenen E1
und Ez wie folgt:

E, :  10x +  14y -352-  50 =  0
Er :10x+14y-352+28=O

Lösung: Wir berechnen für die Abstände des Koordinatenursprungs von E1 und
Ez folgendes: ör = l -50/391, resp. öz = 128/391. Wei l  die Ausdrücke
im Betragzeichen der Formeln für ö1 und ö2 unterschiedliche
Vorzeichen haben, liegt der Koordinatenursprung zwischen den beiden
parallelen Ebenen. Somit erhält man deren Abstand ö wie folgt: ö = ör
+ ör -  2 .

2. Parallele Ebenen: Es seien E1 und E2 zwei parallele Ebenen im Abstand ö
mi tKoord inateng le ichungenwiefo lg t :  E , :ax+by +cz*d '  =Q und Er :  ax+by +cz
+ d, - 0. Dann besteht folgender Zusammenhang zwischen d1 und dz:

dz=dr tö\ / f f ic

Beispiel: Bestimme Koordinatengleichungen von Ebenen im Abstand 2 parallel
zur Ebene E1 wie folgt: E.,: 3x - 6y + 2z - 1 = Q verlaufen.

Lösung: Aus obiger Gleichung erhält man dz= -1 t 2\ß, + 6, + 2, = -1 + 14.

l';';i:'T;';:ä:i:f i'?ol'o 
Es wie rorst: E': 3x'6v + 2z +13
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3. Winkelhalbierende Ebenen: Setzt man die Abstände ö1 und ö2 von zwei
Ebenen E.,, resp . E2 gleich, so erhält man die Menge aller Punkte, welche von E1
und E2 gleich weit entfernt sind, d.h. die winkelhalbierenden Ebenen W1 und W2.
Esse i  E r :  f l x rX+ l1y rY* f l z rZ+d1  =Q und  E r :nox+ I l y zY*nzzZ+d r=Q.  Aus  ö1
- * öe erhält man für die winkelhalbierenden Ebenen folgendes:

r A ,  .

{ni ,  + ntr,+ n?, , ln|+ n?r+ ni 
--o

r ^ ,  n " .  x+nu . '  y+nr .  z+d  nox+nury+n=rz+d_nuvz"ffi 
ff i-v

Beispiel: Bestimme Gleichungen der winklehalbierenden Ebenen von E1 und
E2 wie fo lg t :  E , :2x+ 5y  -22+ 3  =  0  und Er :4x-4y  +z-  5  =  0 .

Lösung: Aus der Bedingung ör t öe = 0 erhält man folgendes:

2x+5v -22+3,  4x-  4y  +z-5  ^
./33 

r 
.f 

=u

Die Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen lauten wie folgt:

Wt:  6x + y -  z -  2 = 0
Wr:2x-9y+32-8=0

Obige Problemstellungen werden später noch eingehend behandelt.

13.5. Parameterdarstellung von Ebenen

Eine Ebene wird durch zwei Richtungsvektoren
"aufgespannt". Es seien b und c zwei Richtungs,
vektoren der Ebene E und ro sei der Ortsvektor
eines Punktes Po auf E, d.h. Po e E. Dann gilt für
jeden Punkt mit Ortsvektor r auf der Ebene
folgendes:

E:  r= ro+ub+vc

=(l=[ll.,ül .{:l
Dabei sind u und v Streckungsfaktoren.



1. Beispiel: Bestimme eine Parametergleichung einer Ebene E, die durch drei

punkte seht wie rorgt: ^f äl G E, tfll e E und .f il . =\-z) \r/ \z)
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Lösung: Wir wählen willkürlich den Punkt C als Aufhängepunkt. Für die
Richtungsvektoren kann man die Differenz der Ortsvektoren von zwei
beliebigen der drei Punkte verwenden (oder ein Vielfaches davon). Wir
nehmen b = 1/z (re - rd und c = rc - rB. Man erhält dann folgende
Parameterdarstellung von E:

2. Beispiel: Bestimme eine Parametergleichung für eine Ebene E, die durch die

/1 \Gerade s wierorst:  r  ( |=ß) .^( i)  unddenpunk*| 
;J 

oer,t

Lösung: Wir verwenden P als Aufhängepunkt und den Richtungsvektor der
Geraden als einen der beiden Richtungsvektoren von E, z.B. b = o.
Den zweiten Richtungsvektor bestimmen wir als Differenz der
Ortsvektoren von P und des Aufhängepunkts von g, d.h. G = rp - ro.
Dies ergibt folgendes:

13.6. Bestimmung einer Koordinatengleichung einer Ebene aus
einer Parameterdarstellung :

Es gilt folgendes:

Satz 11: Das Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren einer Ebene in ihrer
Parameterdarstellung ergibt einen Vektor, der zur Ebene senkrecht steht.

Es seien b und c Richtungsvektoren der Parameterdarstellung einer Ebene E
und ro sei der Ortsvektor ihres Aufhängepunkts. Obige Aussage ergibt eine
Bestimmung der Koordinatengleichung von E wie folgt:

= (f =(;) .,8."[fl

= (l=(l).,(i)."(il

E: (bxc) 
[(I) B) 

=,



80

Vektorgeometrie, Seite 71 :

Beispiel: Bestimme eine Koordinatengleichung einer Ebene E mit einer
Parameterdarstellung wie folgt:

= (i)=(i).,(i)."(1)
(2 \  /1 \  /3 \

Lösung: Man erhält l-t lt l-21 = | 3 l. Den berechneten Normalenvektor kann
\r/ \-rl l-s/

man um einen Faktor 3 verkürzen und erhält folgendes:

= 6) üil) =,
Dies ergibt E: x + y - z - 1 -- 0.

13.7. Bestimmung einer Parameterdarstellung einer Ebene aus
ei ner Koordinatengleichung :

In seltenen Fällen muss aus einer Koordinatengleichung einer Ebene E eine
Parameterdarstellung bestimmt werden. Man kann drei beliebige Punkte auf der
Ebene bestimmen, indem man für zwei seiner Koordinaten willkürliche Werte einsetzt
und die verbleibende Koordinate aus der Koordinatengleichung so bestimmt, dass
der Punkt in E liegt. Nachdem drei Punkte auf E in dieser Weise bestimmt
wurden, wird einer der Punkte als Aufhängepunkt verwendet und die beiden
Richtungsvektoren der Ebene werden als Differenz von Ortsvektoren zweier Punkte
bestimmt.

Beispiel: Bestimme eine Parameterdarstellung einer Ebene E aus einer
Koordinatengleichungwiefolgt: E: 3x- y + 2z- 4 = 0.

Lösung: Wir bestimmen drei Punkte P.,,P, und Ps wie folgt:

Pn x v z
o=1 (2-2.0+413

-2 a g
f i = 2 E -411- -4 @
f l = 3 E E 412=2
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Die eingerahmten Zahlen stellen die willkürlich gewählten Koordinaten dar.

Man erhärt t,(ä) t,(l) und t.(il wir währen wirrkürrich ro = 13, b = rg

- 12 und c = tr - tz und erhalten
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.(l=(l).,(l."ffi)
13.8. Die mittelsenkrechte Ebene einer Strecke
Den Ortsvektor rM des Mittelpunkts einer Strecke mit den Endpunkten P1 und P2
erhält man aus deren Ortsvektoren 11, resp. rz wie folgt:

11/z(x, * *r)\
fM = 1/zlr, + rÄ = l1/z(Yr + Yz) |

\'/r 12, + zr) )

Die Strecke P,% steht senkrechtzur mittelsenkrechten Ebene Er, es ist also n =

rr - rz. Die Koordinatengleichung von EM erhält man dann wie folgt:

Er :  (x ,  -xJ  l x -1 /z (x r  +xJ ]  +  (v r  -yz ) [y  - , / r (y r  +vz) ]  +  (z t -zz ) lz -1 /z (z t+zz) l

Daraus erhält man folgendes:

Er:  (x '  -xz)x  +  (v r  -yz)y  +  (z t -zz)z-Vr lx l  +y? *=? -^7  -y3-zh=O

Beispiel: Zwei gegenüberliegende Eckpunkte A und C auf den Diagonalen eines

/3\ (7 \
Quadrats seien gegeben wie folgt: Al 2 | und Cl -4 

| Bestimme eine
\s/ \r /

Koordinatengleichung einer Ebene E auf welcher sich die fehlenden
Eckpunkte B und D befinden.

Lösung: Die mittelsenkrechte Ebene der Strecke AC ist eine solche Ebene. Aus
obiger Formel erhält man E:2x - 3y - 2z - 7 = 0.

Zu Ebenen (und Geraden) gibt es folgende nützliche Aussagen:

1. Der Normalenvektor einer Ebene steht senkrecht zu beiden Richtungsvektoren
der Ebene in einer Parameterdarstellung.

2. Das Vektorprodukt beider Richtungsvektoren der Parameterdarstellung einer
Ebene steht senkrecht zur Ebene.

3. Eine Gerade steht senkrecht zu einer Ebene, wenn ihr Richtungsvektor und ein
Normalenvektor zur Ebene kollinear sind.

4. Eine Ebene verläuft parallel zu einer Geraden, wenn die Richtungsvektoren von
der Geraden und der Ebene voneinander linear abhängig (komplanar) sind und
im Speziellen gilt folgendes: lst ein Richtungsvektor einer Ebene kollinear zum
Richtungsvektor einer Geraden, so sind Ebene und Gerade zueinander parallel.
Liegt zudem der Aufhängepunkt der Geraden in der Ebene, so liegt die Gerade in
der Ebene.
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5. Zwei Ebenen sind parallel, wenn ihre Normalenvektoren kollinear sind. Für
Koordinatengleichungen von zwei parallelen Ebenen, E.,: a, x + b,y + cr z+ d,, =
0 und Er:  arx + bry + czz+ dr=Q, gi l t  dementsprechend a,, lar-  b1 lbr= s,1
c2.

6. Zwei Ebenen stehen senkrecht aufeinander, wenn ihre Normalenvektoren einen
rechten Winkel einschliessen. Anders formuliert: Zwei Ebenen stehen senkrecht
aufeinander, wenn das Skalarprodukt der Normalenvektoren beider Ebenen
gleich null ist.

7. Wenn einer der Richtungsvektoren einer Ebene E1 und ein Normalenvektor
einer zweiten Ebene Ez kollinear sind, dann stehen E1 und E2 senkrecht
aufeinander.

8. Der Richtungsvektor der Schnittgeraden zweier Ebenen verläuft parallel zum
Vektorprodukt der Normalenvektoren beider Ebenen.

9. Eine Ebene E1 steht senkrecht zu einer Ebene Er, wenn sie zu einer zu E2
senkrecht stehenden Geraden parallel verläuft.

10. Eine Ebene mit Normalenvektor n verläuft parallel zu einer Geraden mit
Richtungsvektor a, wenn n und a senkrecht zueinander stehen, d.h. wenn
fo lgendesg i l t :  r '?=0.

1 1. Wenn die beiden Richtungsvektoren einer Ebene E1 kollinear zu den
Normalenvektoren n2 und n3 nteter Ebenen E2 und Es sind, dann steht E1
senkrecht sowohl zu E2 als auch zu Es. Insbesondere steht E1 senkrecht zur
Schnittgeraden von E2 und E3.

12. Wenn eine Ebene E1 senkrecht zur Schnittgeraden zweier Ebenen E2 und E3
steht, dann steht E1 senkrecht sowohl zu E2 als auch zu E3.

13. Eine Ebene E1 steht senkrecht zu einer Ebene E2, wefln ein Normalenvektor zu
E1 als Linearkombination der Richtungvektoren von E2 dargestellt werden
kann.

14. Von einer Ebene E1 sei ein Normalenvektor nl gegeben. Wenn einer der
Richtungvektoren einer Ebene Ez kollinear ist zu nr, dann schneiden sich E1
und E2 rechtwinklig.
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14. Normalebene zu einer Geraden

Der Normalenvektor der Normalebene verläuft parallel (oder in der Gegenrichtung)
ztJm Richtungsvektor der Geraden. Aus der Geradengleichung wie folgt:

/*\ r.i rE\
gr  f  =  ro  +  l "a  oder  g :  lY ;=  lYo l *  I l  a r l

\z) \="/ \"J

erhält man Koordinatengleichungen einer Schar von (unendlich vielen)
Normalebenen wie folgt:

E:  arx  + ayy + d=z + d = 0

mit d beliebig.

Beispiel: Bestimme eine Koordinatengleichung der Normalebene zu einer
/x\ /3\ 13\

Geraden g wie folgt: g' lvl=l-zl * r lzl, ole durch den
\=) \+/ \s/

Koord i natenu rspru ng geht.

Lösu ns' :ä=ol"o1i:iiff , oE' fflil J:l il;;fifl:rffffLliJ ä?? nii ?=.;'
Somit erhält man folgendes: E: 3x + 2y + 5z = 0.
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15. Lot auf eine Ebene

Der Richtungsvektor des Lots zu einer Ebene verläuft parallel oder in Gegenrichtung
zum Normalenvektor der Ebene. Aus einer Koordinatengleichung einer Ebene E
wie folgt: E: n*x + nyy + h.z + d = 0 erhält man eine Gleichung für eine Schar von
(unendlich vielen) Normalen wie folgt:

/*) r*") rn")''' l, = [:"J . ̂ ll,
mit Xo, yo und zo willkürlich. Aus einer Parametergleichung der Ebene wie folgt: E:
r = ro + ub + vc erhält man folgende Gleichung für eine Schar von Normalen:

n t  r=ro+1" [bxc ]

Beispiel: Bestimme eine Gleichung für das Lot zu einer gegebenen Ebene E

durch den punkr p Es sei =' lI) = rfl.,(i) . "(:) ,,.0 r(1)- 
\r) ts/

Lösung: Der Punkt P dient als ,,Aufhängepunkt" von n. Man erhält folgendes:'(l=ß.^[[il'(1)) =(l.^ß)
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16. Normalebene zu einer Ebene
Eine Ebene En, die zu einer gegebenen Ebene E normal steht verläuft parallel zu
einem Normalenvektor zu E. Man kann deshalb einen Normalenvektor zu E als
Richtungsvektor für En verwenden und erhält eine Schar von (unendlich vielen)
Normalenebenen zu E. Wenn die Koordinatengleichung von E gegeben ist wie
fofgt: nxx + nyy + nzz+ d = 0, erhält man für En folgende Parametergleichung:

=., (l=8.,fi| ."[I)
mit xo, yo, zo, cx, cy und cz willkürlich. Falls E in einer Parameterdarstellung
gegeben ist kann man zunächst einen Normalenvektor zu E erzeugen, indem man
das Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren von E bestimmt.

Beispiel: Bestimme eine Koordinatengleichung der Normalenebene En zu einer
gegebenen Ebene E, die durch eine gegebene Gerade g geht. Es sei

= (i)=(|.,(fl."(i) ,''0'(l=ü) .^(i)
Lösuns: wirschreiben ="(l =ü) .,[i)."((fl,0) Diesergibt

,  
/ * \  /1 \  /1 \  ( ' 7 \

="' 
f, 

= 
l-lJ 

. 'l-',,; . " l:r) 
Eine umwandruns in eine

Koordinatengleichung ergibt folgendes: E: 2x- 9y - 252 - 61 = Q.
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17. Durchstosspunkpunkt einer Geraden in einer
Ebene

1. Fall: Parameterdarstellung der Ebene

Es seien eine Ebene E und eine Gerade g gegeben wie folgt:

oder

Der Ortsvektor des Schnittpunkts erfüllt beide Gleichungen

g f1 E: fs = rt + l,r? = fz* Usb + vrc

Daraus erhält man ein lineares Gleichungssystem (in trs, us und vs). Gemäss
Kramerscher Regel erhält man daraus die Lösung für l"s wie folgt:

Xz - Xr -b* -cx

Yz - Yt -by -cy

zz - z.t -b, -cz

ax -b* -cx

ay -by -cy

az -b. -cz

Wird dieser Wert für I in die Geradengleichung eingesetzt, erhält man den
Ortsvektor rs des Schnittpunkts.

Beispiel: Bestimme den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E, wenn
/x \  /4 \  (2 \  /x \  /1 \  /  3  \  (2 \

s: lyl= lol+ i, l  + | und r: lvl= lol* ul -zl*ul 3 l.
\=) \s/ \-s/ \') \z) \ s / \-+/

g:  r - r r+ l .a
E:  r=r r+ub+vc

n, r;l = f;'\ r".\\z) \=],l 
. ̂ [:,

=(l=8.'fi| ."[:l

hs=
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Lösung: Aus obiger Formel erhält man

--2

Eingesetä in die Gleichung für g ergibt dieser Wert für I folgenden
/0 \

Schnittpunkt: Sl -8 l.
\t s/

2. Fall= Koordinatengleichung der Ebene:

f n diesem Fall werden die Koordinaten x, y und z in der Koordinatengleichung der
Ebene ausgedrückt in I. Wir schreiben die Geradengleichung wie folgt:

und die Koordinatengleichung von E sei E: Ax + By + Cz + d = 0. Man erhält dann
A[xo + trsal + B[yo + trsarl + Clzo+ trs a)+ d = 0. Daraus erhält manfür ].s
folgendes:

Axo+Byo+Czo+d
gr^ r  E :hs= Aä*+Bar+Ca,

t rs=

-3 -3 -2
0 2 -3
-3-54

2-3-2
42-3
-5-54

1. Beispiel: Bestimme den Schnittpunkt einer Geraden g mit einer Ebene E wie

/x\ /-e\ /3\
fo lg t :  E :  x  -2y  +32-  10 =  0  und g :  ly l=17 l+  I l -2 l ' .v\r) 

lr /  t ' r /

Lösung: Aus obiger Formel für l"s erhält man

goE: Ls= -nä';oifäto=- 
ff=s

Eingesetzt in die Geradengleichung ergibt dies einen Schnittpunkt S
/0\

wie folst: Sl i I
\+/
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2. Beispiel: Wenn man den Punkt P an der Geraden g spiegelt, erhält man den

punkt p'. Bestimme p', wenn r f;'l = f il .^fil und {al
\z) \-4l \+/ \-g/

Lösung: Wir bestimmen zunächst eine Ebene E, die zu g senkrecht steht und
durch den Punkt P geht. Wir erhalten folgendes: E: 2x - y + 4z + 36 =
0. Für den Streckungsfaktor des Durchstosspunkts S erhalten wir
folgendes:

gOE:  t rs= - -1  .

Damit erhalten wir den Durchstosspunkt S. Dieser befindet sich in der
Mitte der Strecke P? , d.h. rs = 1/z(rr+ rp,). Somit erhalten wir den
Ortsvektor des Punkts P' wie folgt:

rp,= zrs-rp= rB +2(1, 
ü) [ä 

.- '  r(.9)
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18. Der Schnittpunkt von drei Ebenen.
Um den Schnittpunkt von drei Ebenen E,,,E, und E3 zu bestimmen, sollten diese
als Koordinatengleichungen dargestellt werden wie folgt:

E, :a ,  x+b,  y+crz+d,=Q
Er:arx+bry+czz+dr=Q
E.: a.x + b.y + cgZ + d, = Q

Die Koordinaten des Schnittpunkts erfüllen die Koordinatengleichungen von E,,E,
und Es. Es sei

1 ", b1 .,1
D = la, bz 

"rl
I a. b3 cgl

wenn D = 0 schneiden sich die Ebenen nicht in einem Punkt. Andernfalls erhält
man die Koordinaten des Schnittpunkts S wie folgt:

D" Du D,
\ -  D 'Y"=b-  uno Zr= D

wobei

|  
-0,  b1 c,  |  1",  -d1 c,  |  1",  b1 -d,  I

D^ = l-0, b2 
"rl , 

Dy = l^, 
-d2 .rl und D== l^, b2 -orl

l-d. b3 cgl 1". -d3 csl 1". b3 -d.l

Falls D = 0 gibt es keine oder unendlich viele Lösungen für \, y, und zs. Falls es
keine Lösungen gibt, schneiden sich die Ebenen meist in drei zueinander parallelen
Schnittlinien. Es kann auch sein, dass auei oder alle Ebenen parallel verlaufen.
Unendlich viele Lösungen gibt es im allgemeinen dann, wenn alle drei Ebenen durch
eine gemeinsame Schnittlinie gehen. Wenn D = 0 gilt folgendes:

D" = Dy = D, = 0 + unendlich viele Lösungen!
D**0 oder  Dr*0  oder  D.+O + ke ineLösungen!

Beispiel :  Best imme den Schnit tpunktder Ebenen E., :x- y+ z- 4 = 0, Ezl  x + y -z-
2=O und E. :  3x-4y+z-7=O.

Lösung: Die Determinante des Gleichungssystems ist

Ir  -1 1
o=11 1 -1

13 -4  1
- -6

Die Ebenen schneiden sich also in einem Punkt. Die Koordinaten des
Schnittpunkts sind
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,14 -1 1
Xs=-al ,  1 -1

v17  -4  1

.  l t  4  1
=3,ys=-*  l t  2  -1

v  
13  7  1

-1 undZs= *l] 1 |l=,o 
ls -4 t l

Der schnittpunkt ist somi, t(l



19. Schnittwinkel von zwei Ebenen

Der Schnittwinkel g von zwei
Ebenen E1 und E2 ist gleich
dem Winkel, den ihre
Normalenvektoren nl, resp . n2
einschliessen. Aus deren
Skalarprodukt erhält man
folgendes:

Vektorgeometrie, Seite 98:

92

Die Ebenen E1 und E, werden
betrachtet aus einer Perspektive bei
welcher die Schnittgerade von E1 und
E2 senkrecht zur Wandtafelebene steht.

E1

Für Koordinatengleichungen für
E1 und Ez wie folgt:

E,: a., x + b., y + cr Z + d., = Q
Er: arx + b, y + czz + d" = Q

COS q = ä1CCOS
[ 1  ' f , 2

Int l  lnr l

= 85,900.

d täz+b rbz+ \cz
COS q = äICCOS

Dabei ist  q<90o.

Beispiel: Bestimme den Schnittwinkel von zwei Ebenen E1 und Ez wie folgt:
E.,: 2x- 3y + z - 4 = 0 und Er: x + 2y + 3z - 12 = 0.

Lösung: Es seien nl und n2 Normalenvektoren zu E,, resp . E2. Aus obigen
Koordinatengleichungen für E1 und E2 erhält man

(  2 \  /1 \
11 = l -9 1,  "r=l?l  

und ln. ,  |  = Inr l  =. f i4 Ausserdem ist  n1 .  nz= -1 .
\1 /  \3 /

Daraus erhält man für p folgendes: q = arccos
V14 .fi 4

-1

arccos I +
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20. Schnittgerade von zwei Ebenen
Zur Berechnung der Schnittgeraden von zwei Ebenen E1 und E2 verwendet man
am besten Koordinatengleichungen der Ebenen.

Er :ärX+bry+qz+d,=Q
Ez:  dzx+bzy+czz+dr=Q

Der Richtungsvektor a der Schnittgeraden steht senkrecht zu den Normalenvek-
toren nl und n2 von E', resp . E2. Man kann schreiben ä = nr x tr2. Als Aufhänge-
punkt Po von g ist jeder beliebige Punkt geeignet, der sowohl auf E1 als auch auf
Ez liegt. Hierfür macht man eine geeignete Annahme für die x-, y- oder z-
Koordinate von Po. Das Ganze läuft darauf hinaus, dass man eine dritte Ebene mit
einer ,,einfachen" Gleichung, z.B. Er: x = 0, einführt und den Schnittpunkt der drei
Ebenen E,,,E, und E3 bestimmt. So ist es im Prinzip möglich , zwei Punkte auf der
Schnittgeraden zu bestimmen. Wenn man die zwei Punkte auf der Schnittgeraden
einmal hat, ist es ein Leichtes, aus ihnen die Gleichung der Schnittgeraden zu
bestimmen. Die andern beiden Koordinaten werden dann aus den Koordina-
tengleichungen für E1 und Ez berechnet. Die Gleichung der Schnittgeraden lautet
dann wie folgt:

g l  f = fo+ ) , , [ n . ,  xn r J

oder

Dabei ist rs der Ortsvektor für den Aufhängepunkt. Den bestimmt man wie oben
beschrieben.

Beispiel: Bestimme eine Gleichung der Schnittgeraden g von zwei Ebenen E1
und E2 mit Koordinatengleichungen wie folgt: Er: 3x + y - z- 9 = 0 und
Er :  x -y+z+1=0.

Lösung: Für den Aufhängepunkt Po setzen wir willkürlich zo = O und erhalten für
die beiden andern Koordinaten von Po, \ und yo, ein lineares
Gleichungssystem wie folgt:

3\+Yo=9

&-Yo=-1
(2\

mit Lösungen xo = 2 und vo = 3. Es ist also P"l 3 l. Den
\0/

Richtungsvektor von g berechnen wir als Vektorprodukt von
Normalenvektoren der beiden Ebenen E1 und Ez.

'(| [ll.^[[l) "[ü))

aa,,,xtre=(:)'(i)=H



wir nehmen . = (l) rro erharten rür s rorgendes: (l = 
ffi 

- ̂ [l)
Sind beide Ebenengleichungen in Parameterdarstellung gegeben wie
folgt:

/*\ /*'\ /l'") /.'lEr: lvl = lr' I * r,ll 'rl * u,l. 'rl
\.) l,=,/ [0,./ l,.,,/

/"\ l,*,) ri4 /".\Ez: lv l=lvr l+url  brr l+vr l  crvl
\z) \=r) \nr=/ (.r,/

Erhält man durch Gleichsetzen der Ortsvektoren der auf E1 und E2 befindlichen
Punkte ein überbestimmtes lineares Gleichungssystem wie folgt:
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ur br" + v1 c1" - uz br* - Yzcz"= Xz - Xr
ur bry + v1 c1y - uzbzy - Yzczy = yz - yt

ur br . r Yt ct, - uzbz, - Yz cz= = zz - zt

Für einen der Parameter u1, V1, u2 oder v2 muss man dann einen willkürlich
gewählten Wert einsetzen und das Gleichungssystem nach den übrigen Parametern
auffösen. Meistens wählt man den Wert null, z.B. Ve = 0.

Beispiel: Bestimme eine Gleichung der Schnittgeraden g *,teier Ebenen E1 und
E2 wie folgt:

Lösung: Die Gleichung von g sei gr r = ro + l,a. Den Richtungsvektor von g
erhält man wie folgt:.=((+) '0.((;) "[j)=ftl)
Wir setzen willkürlich Vz = 0 und erhalten ein System linearer
Gleichungen wie folgt:

ur*2v , ,+ur - -3
-2u, - 2ur=-l
-ur r 3vr - 2ur= -5

=,'(f =ffi)
=,' (l)=ß)

',(ä.",(fl
"(j) .{)
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Daraus erhält man uz = -2. EingesetZ in die Gleichung für E2
(zusammen mit ve = 0) erhält man einen Punkt Po auf der

/1 \
Schnittgeraden g wie folgt: P"l -2 

l. Man erhält dann für g eine
\ -1 l

Gleichung wie folgt:

r*\ r1\ /15\
s' lYl=l-zl * r l  -58 1

\=) \-t / \-so/
Wenn eine der beiden Ebenen mit einer Parametergleichung und die andere mit
einer Koordinatengleichung definiert wird wie folgt:

E:[i)=['l.,ül ."[l)
Ez:ax+by+cz+d=0

dann wird eine Koordinate des Aufhängepunkts der Schnittgeraden g willkürlich
festgelegt. Für X = Xe, y = vo oder z -- zo erhält man für die Koordinaten X1, vr und
21 des Aufhängepunkts Pl von g folgendes:

Fall xl Yr z1

A xo .  (buc* -b "cu)  A
vo* q

(b. c" - b" cr) A
zo* B*

B (b*cu - buc) A
X O f B u Yo

(b, cu - bu cr) A
zo t  

%

C (b"c, - brc) A
X o * B=

(bu c, - b, cu) A
BzYo+ zo

wobei B* = b" (b cy r c c=) - c" (b b, * c b=), By = b, (a cx+ c c=) - c, (a b" * c b=) ,B==
b=(ac"  *  b  cy)  -  c r (ab,  +  b by)  und A = l te '  ro  = axo + byo + czo+ d.

Beispiel: Bestimme eine Gleichung der Schnittgeraden g von zwei Ebenen E1
und E2 wie folgt:

/x\ (2\ /3\ /5\Er: lvl=lgl*rl 2l+vl +l
\=) ls/ \z) t's/

Ez:  x+2y+52+27=0

Lösung: Die Gleichung von g sei gi r = ro + l"a. Den Richtungsvektor a von g
erhält man dann wie folgt:

"=((l)"(l) 'ß) =(t)
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Den Aufhängepunkt von g bestimmen wir nach Fall A, d.h. wir setzen

/1\ (2\
w i l fkür l i ch  X1 = xo=2.  Dann is t  A= rz . ro  *O = l2 l - l3  l *  27 - -60.  Bx=

\s/ \s/
3 (2.4 + 5.3)  -  5  (2 .2  + 5.2)  -  -1  .  D ies erg ib t für  d ie  feh lenden
Koordinaten vr und 21 von P1 folgendes:

yr=a.f f  =123 und 21 =s*#=-55. Eine
Gleichung für g lautet dann

Wäre für eine Koordinate von P1 yr = vo = 3 (Fall B) oder 21 = zo = S
(Fall C) festgelegt worden, so hätten sich Aufhängepunkte von g wie
folgt ergeben:

s: (|=(13.^(+)

',(.{) oder',[,äl

2O.1 . Parameterfreie Darstellungen von Geraden

Geraden können als Schnittgeraden zweier Ebenen dargestellt werden. Für eine
derartige Darstellung einer Geraden sind also zwet Ebenengleichungen notwendig.
Aus der bis anhin verwendeten Punkt-Richtungsgleichung einer Geraden wie folgt:

s: f;) = fi"l . ̂ f:l- 
\=) [="/ t,",/

erhält man

I=1-xo=J-  Y"  =L-b- axaxayayazaz

Beliebige zwei von den drei Ebenengleichungen

1-+-+*F= oax%axay

+-+-!*=!=oax az ax az

t' ?= ä.=;=o
stellen dann eine Gerade g dar.
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Beispiel: Erstelle Koordinatengleichungen für eine Geraden g durch die Punkte

/3 \  (2 \
Al 1 | und Bl-21 und bestimme den Schnittpunkt von g mit einer Ebene
\-zl \s/

E wie folgt: E: 3x - 2y + 5z - 17 = 0.

Lösung: Eine Parametergleichung von g erhält man aus den Punkten A und B
auf g wie folgt:

n

n' f;l = f ?). ^f ll
\=) \-z) \-s/

Daraus erhält man l. = X - g - 
*,u 

- 1) = tU = + 2). Die Gerade g kan

dann beispietsweise wie fotgt dargestett werden: n' lufl-; !:?rl Für

den Schnittpunkt S von g und E gelten dann Gleichungen wie folgt:

I  g:  3x-y=8 |  fst
l_g:  5x+z=17 |  + Sl  1 l
I  E :  3x-2y+52=17 |  \2 /

Durch Auflösen der linearen Gleichungen erhält man dann den
Schnittpunkt S von g und E wie oben gezeigt.
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21 . Winkelhalbierende von zwei sich schneidenden
Geraden

Zwei Geraden gr und gz wie folgt:

gr:  f  = f r  *  hr är

gz : t= f2 tNzAz

schneiden sich im Punkt Po. Die Gleichung der Winkelhalbierenden wl und w2
lauten dann wie folgt:

w1: r  = fo + 0r [ lazl  at  + lar I  aÄ
w2: r = to + 0z [l azl at- la, I a)

Beispiel: Die beiden Geraden gr und gz wie folgt:

' , '( l=ß) +trrhi und', ' 
[|=(f 

.^,(?) schneidensichimpunkt

/0 \
P"l -6 

l. Bestimme die Punkte auf der Koordinatenebene Ez: y = 0, welche
t'-r /

auf der Winkelhalbierenden von gr und gz liegen.

Lösung: Die Beträge der Richtungsvektoren sind la, | = 18 la, | = 9. Die
Gleichungen der Winkelhalbierenden lauten dann wie folgt:

(|=(l) *o ['(t,+18fl=ffi) +18''(';)
/ * \  /0 \  (  (2  \  /8 \ \  /0 \  ( -7 \

wz: lvl  = l-61 * 'r le l16l - 18 l4l l  = l-61 - te *r lal
\=)  \ -1 l  

- \ \e/  
\ t / / \ - r l  

- \g/

Die Winkelhalbierende w1 schneidet die Koordinatenebene E2, w€fln -6

+ 18 '12 a, = 0, d.h. wenn o1 = 1 /36. Die Winkelhalbierende w2
schneidet die Koordinatenebene Er, wenn -6 + 18 .4 @z = 0, d.h. wenn
@z = 1 I 12. Werden die Streckungsfaktoren crl1 und or2 eingesetä in die
Gleichung für wl, resp .w2,so erhält man die gesuchten Punkte wie folgt:

/4,5\ 1-10,51
w' O Er: S,l 0 l, wr1Er: Srl 0 |

u ,5/  \  3 ,5 /

Die Winkelhalbierenden und ein gemeinsamer Normalenvektor von zwei sich
schneidenden Geraden spannen zwei zueinander senkrechte Ebenen auf, auf denen
die Punkte liegen, welche von beiden Geraden gleich weit entfernt sind.



Vektorgeometrie, Seite 1 10:

22, Winkelhalbierende Ebenen von zwei sich
schneidenden Ebenen

Die winkelhalbierenden Ebenen erhält man am besten aus der Hesseschen
Normal formbeiderEbenen.  Esse i  Er :  f l x rX+hyry* f rz tZ+d,=Q und Er :  nox+
fiyzy * frzzz + dr= Q. Koordinatengleichungen der winkelhalbierenden Ebenen erhält
man dann wie folgt:

n".' x + nu. y + nr.' z + d _nox + nrry + n=rz + d -0wr: +

wz:

n?, + n?, + n?, ni + nl, + ni
n* . ,  x+nu . ,  y+n= . ,  z+d nox+nury+n=rz+d  _n

l ^ f l - * ,
,lni, + ni, + n'uni, + n?, + n1,

Ein Rechenbeispiel wurde im Kapitel ,,Gleichungen von Ebenen" vorgeführt.
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23. Der Abstand eines Punktes von einer Ebene
Es sei ro der Ortsvektor eines Punkts Po auf einer Ebene E und P1 sei ein Punkt
für welchen gilt P, G f. Die Koordinatengleichung von E sei E: ax + by + cz+ d =
0. Der Abstand ö des Punktes P1 von der Ebene E mit Normalenvektor n kann
(mithilfe der Hesseschen Normalform von E) wie folgt berechnet werden:

ö =
n . (ro - r' ') | _ | ax., + by., + cz., + d

- l  
1@-az+02+c2

Ausserdem gilt folgendes: P1 und der Koordinatenursprung befinden sich auf
derselben Seite von E, falls n . (ro - rr) < 0.

(2 \
1. Beispiel: Bestimme den Abstand ö des Punktes Pl 3 I von der Ebene

l-r /
E:2x+4y-52-6=0.

Lösung: Aus obiger Formel erhält man U = = \F.

2. Beispiel: Bestimme den Abstand des Punkten t,fäl von der Ebene E wie
t'zsl

folgt:

=, fI) = r;) . ,(.1) . {i)\2) (+/

Lösung: Aus den Richtungsvektoren von E erhält man einen Normalenvektor n
wie folgt:

(4\
n = lol

\r/
Daraus erhält man den Abstand ö wie folgt:

#*[flffiH] =*

ln l

ö =

Die Entfernung p des Koordinatenursprungs von E ist

p-
\ tr+b'z+c
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Der Abstand eines Punktes von einer Ebene mit Hilfe der
Hesseschen Normalform der Ebenengleichung

Mit p und den Richtungscosinussen cos cr, cos B und cos y kann man die
Gfeichung der Ebene E: ax + by + cz + d = 0 wie folgt schreiben:

=tr r)t :  
ln l  

' l l l= X cos ct  + y cos p + c cosy = p (Hessesche Normalform)
\z)

wobei

cosc.=4,cosg=$.66 
-cd ,

101 rf,, + na + cr' 
cos t3 = 

@' 
cosY = 

@ 
und

lolp=l@l

1. Beispiel: Bestimme die Hessesche Normalform der Ebenengleichung E: 9x +
20y - 122 - 75 = O und bestimme den Abstand des Koordinatenur-
sprungs von der Ebene E.

Lösung: Die Hessesche Normalform der Ebenengleichung lautet

F, .9x+20V-122 _  75
- ' {+2Oz+122-@

und man erhält E: 0,36x + 0,8y - 0,482 = 3. Der Abstand des
Koordinatenursprungs von der Ebene beträgt also 3.

2. Beispiel: Bestimme die Hessesche Normalform der Ebenengleichung

=' f;) = 6 . ,(7\ . r(?r) ,no bestimme den Abstand des
\t) \o/ \z ) lg /

Koordinatenursprungs von der Ebene E.

Lösung: Das Vektorprodukt der Richtungsvektoren ergibt einen Normalenvektor
(2 \  (2 \  /1 \

w ie fo lg t :  n  = l -1  l "  l -2 | ;= l -2 l .Manerhä l t fo lgendes:  E:  x  -2y-22+d
\z) \s/ \-z)- 0. Der Aufhängepunkt l iegt in E, d.h. es gilt folgendes: 2 - 2.3 - 2 . 6

+ d = 0 und man erhält d = 16. Daraus erhält man die Hessesche
Normalform der Ebenengleichung für E wie folgt:

=.  -x+2v  +22  _  16
-' 

{12 + z, + 22- {1, + 2, + 2,

Man erhält a, -ä . ' r ,  * '0.= tU Der Abstand des
Koordinatenursprungs von E beträgt also 5,333.



r02

o, F, y sind Winkel, welche das Lot vom Koordinatenursprung auf die Ebene mit der
positiven X-, v-, resp. z-Achse einschliesst.
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24. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene.
Spiegelung eines Punktes an einer Ebene

Eine Koordinatengleichung einer Ebene E sei gegeben wie folgt:

E:  n *x+nyy * f l . 2+d=0

Die Geradengleichung des vom Punkt Po mit Ortsvektor ro gefällten Lots h lautet
dann

/*\ /n")
rr: lvl=to*rl nrl

\=) lnJ
Den Fusspunkt F des Lots erhält man, indem man in obige Geradengleichung einen
Streckungsfaktor trr wie folgt einsetzt:

hr = 
-  [n '  ro + d] -  

-  [n"xo + nuyo + n.zo + d]
n'n ni+ nl*n?=

Den an der Ebene E gespiegelten Punkt P* erhält man indem man in der
Geradengleichung des Lots einen Streckungsfaktor l.* venruendet, der zwei Mal so
gross ist wie derjenige des Fusspunkts, d.h.

X* = 27"r

/3\
Beispiel: Ein vom Punkt Ll I I ausgehender Strahl wird an einer Ebene E

\2)
/6\

reflektiert und trift auf den Punkt Pl 4l. Bestimme eine Geradengleichung
t.e/

der Geraden g auf welcher der reflektierte Strahl liegt, wenn die Ebene E
gegeben ist wie folgt: E:12x + 15y + 162 - 60 = 0.

Lösung: Der Streckungsfaktor trr des Fusspunkts des Lots vom Punkt P auf die
Ebene E ist

trr= ='#=-0,g2.

Der gespiegelte Punkt P* befindet sich also bei

( 064fifl=[]ä)
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Der Punkt P* liegt auf der Geraden gr_ auf welcher der beim Punkt L
ausgesandte Strahl liegt. Man erhält dafür eine Geradengleichung wie
folgt:

'.(l=ß) .-üfi)
Für den Punkt S auf E in welchem der Strahl reflektiert wird erhält man
folgendes:

gr_O E:12[3  +  4 ,68p]  +  15[8  +  13,6p]  +  1612+4,2awl -  60 =  128+268
F=0

Daraus erhält man V = -321 6l . Eingesetä in die Geradengleichung von
gr_ erhält man für den Ortsvektor des Durchstosspunkts S folgendes:

/3\ nn 14,68\ / 0,7648 \
sr_rE: rr=l8l #l ts,ol=lt ,5045 l

\2) \4,24) \-0,0251/

Man erhält dann schlussendlich eine Geradengleichung für die gesuchte
Gerade g wie folgt:

/x\ /6\ (5,2352\
g:  ly l=  rp  + r1  [ r r  -  rs ]  =14 |  *  n l  2 ,49551

\z) \8/ \8,0251/
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25. Neigungswinkel einer Geraden bezüglich einer
Ebene

Es sei g' die Normalprojektion einer Geraden g auf eine Ebene E. Unter dem
Neigungswinkel g von g bezüglich E versteht man den spitzen Schnittwinkel von
g und g'. Diesen kann man aus dem vom Richtungsvektor a der Geraden und
dem Normalenvektor n der Ebene eingeschlossenen Winkel p' wie folgt
berechnen: p = l90o - g'l . Mit der folgenden Formel

.  I  n.a Ip=arcsrnl lnl  
lal l

kann man den Neigungswinkel g von g bezüglich E direkt berechnen.
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26. Der Abstand von zwei windschiefen Geraden
Der Abstand von zwei windschiefen Geraden gr und gz wie folgt:

9r : r  
-  11 +  ̂ 1  a l

gz i t  = f , +X ,a ,

kann wie folgt berechnet werden:

äxt %t Azt
ap \z azz

Xz -X r  Yz -Y t  Zz -Z t
ö -

(a.' x ar) (r.' - rr)
? rx? , ? 1 x ? '

Eine Gerade, die zwei windschiefe Geraden schneidet wird als Transversale
bezeichnet. Die Schnittpunkte der Transversalen mit minimalem Abstand, d.h. mit
dem Abstand ö erhält man, wenn man in der Geradengleichung von gr und gz für
1,1 resp. 7"2 Werte wie folgt einsetä:

hr = la| [ar. (rr - rz)l - (ar . ar) laz- F r - rz)ll I n
Xz= [ (ar .aJ lar . ( r . '  -  rz ) l -a?[az. ( r r  -  rz) l l ln

wobei rt = (är '?z)' - a? a| Diese Transversale ist zugleich die gemeinsame
Normale von gr und gz.

Beispiel: Die Raumdiagonale eines Würfels im ersten Quadranten mit
Kantenlänge 2 liegt auf der Geraden gr. Eine Würfelkante liegt auf der
Geraden gz. Bestimme den Abstand ö zwischen Raumdiagonale und
Würfelkante, wenn

'''[;) =E)-^,(j)
',{l=(l).^,[il

Bestimme auch die Fusspunkte des gemeinsamen Lots auf gr und gz.
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Lösung: Für die Streckungsfaktoren erhält man folgendes:

hr  =  11 '4  -  1 '2 l l l1 ' -  3 '11 =  -1

Xz=11 '4 -3 '2 l l11 ' -  3 '11 =  1

EingesetZ in die Geradengleichungen erhält man für die Fusspunkte F1
und F2 folgendes:

/1 \  11\
F, l1 l  und Fr l  0 l

u/ \2)
Daraus erhält man sofort ö - n F, = J, = 1,4142. Aus obiger Formel
für den Abstand ö der Geraden erhält man dasselbe Ergebnis.

ö -

111
100
220

(])'[il=tr ={r=1,4142.

ll:tJl
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27. Reflexion
Bei der Reflexion eines Strahls an einer Ebene gilt das Reflexionsgesetzwie folgt: cf,'
= C[.

Der einfallende Strahl trift im Punkt R auf die Ebene an welcher er reflektiert wird.
Der Punkt R wird im Folgenden als ReflexionspunW bezeichnet.
Problemstellungen mit Reflexionen beinhalten meistens Operationen, die zuvor
schon behandelt wurden. Insbesondere müssen häufig Punkte an einer Ebene
gespiegelt werden.

Eine Ebene se i  wiefo lg t  gegeben:  E:  n . r  +  d  = 0 oder  nxx + nyy +nzz+ d=0.
Aus dem Ortsvektor rp eines Punktes erhält man den Ortsvektor rr' des an E
gespiegelten Punktes P' wie folgt:

n . ro+d
f p ' = rp -2  n ,  n

E

Beispiel: Bestimme den Punkt P' den man

Ebene E spiesert. Es sei r[i)

erhält, wenn man den Punkt

62+62+72

P an der

und E :  6x -6y+72+40=0.

Lösung: Aus obiger Formel erhält man rp' = f-?l t
\-3/

(i) ffi)
Zwischen dem Richtungsvektor a des einfallenden Strahls, dem Normalenvektor
zur Ebene und Richtungsvektor a' des reflektierten Strahls bestehen folgende
Zusammenhänge:

O-X

Q'

v
6

+40
9
-8
-3
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1. Das Reflexionsgesetz (o' - a): n . a -- -K n . a', d.h.

2. Komplanarität:

fl"ä" t flyäy * flrä, = -r([fl*ä"'* fly %' + ßrA/l

wobei * = lall la'1. Anmerkung: der von n
und a' eingeschlossene Winkel ist nicht gleich
cr, sondern 1800 - a.

[naa ' ]  =  0 ,  d .h .

Die Vektoren ä, I und a' sind linear
abhängig.

Den Wert von K kann man willkürlich wählen.

Beispiel: Ein Lichtstrahl mit Richtungsvektor a wird an einer Ebene mit
Normalenvektor n gespiegelt. Bestimme den Richtungsvektor a' des

(2 \  /3 \
gespiegelten Strahls, wenn a = | 1 | und n = | -2 l.

\s/ \+ /
Lösung:  Wi rwäh len  r  =  1 ,  d .h .  (a* ' ) r+  (a r ' ) ,  +  (a= ' ) r=22+12 +52=30.

Ausserdemgi l t  n .a ' -3a" ' -2q '+4a . '  = - l l  . a -  - (6 -  2+20)=-24  und

3 -24
215

ä"' ?r' ?='
- -712a.^' + %' - är'l = 0. Mit Hilfe der beiden letäen

Gleichungen kann man dr' und d.' in är' ausdrücken. Man erhält
fOfgendeS: dr' = -12 - 5,5a*' und A.' = -12 - 3,5a*'. EingeSetä in die erSte
Gleichung ergibt dies eine quadratische Gleichung in ä"' wie folgt: 29
(a*')'+ 144ä*' * 172 = 0. Dies ergibt zwei Lösungen für ä"' wie folgt: ä"'
= l-72 t 1po I I zg = l-72 x 141 I 29. Daraus erhält man für dr' und ar'
folgendes: ar' = [48 T 77llZg und a=', = [-96 + 49] l2g. Eine Lösung
entspricht a' = -a. Die zweite Lösung (mit dem negativen Vorzeichen im
Ausdruck für ä*') ist die gesuchte Lösung. Man erhält folgendes:

r  / -86\
^ t  -  | l t q lE'| - 29 

l';; )

nx fly nz

ax  %az
ä*' %' a|
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28. Ebenen in gegebenen Abständen von Punkten
Eine entsprechende Grundaufgabe lautet wie folgt:

Bestimme Gleichungen von Ebenen, die drei Kugeln im Raum berühren.

(*o\ /*'\ f-")
Es seien nl vo l, alvr I uno Cl Vc I uon welchen die gesuchte Ebene E mit einer

\'o/ \',/ \="/
Koordinatengleichung wie folgt: E: ax + by + cz + d = 0 die Abstände ö4, ös, resp.
öc haben soll. Aus der Hesseschen Normalform der Ebene erhalten wir dann ein
System von vier Gleichungen mit vier unbekannten wie folgt:

I  aXn*byn+czn-öo-d
f f  axB+bye+ cze-  ö r -d
f l f  axc+byc  +czc=öc-d
fV  A2+b2+c2=1

Eine dieser Gleichungen ist quadratisch. Die Vorzeichen von öa, ös und öc sind
beliebig. Wenn alle dasselbe Vorzeichen haben liegen die Punkte A, B und C auf
der gleichen Seite von E. Man erhält so maximal acht verschiedene Lösungen für
E. Zur Lösung des Systems von Gleichungen verwendet man am besten sieben
Determinanten wie folgt:

s"y, = a
r  v { t , -

e
"xyö 

-

Man erhält dann Lösungen
wie folgt:

, Sxö, -- und Soy. =
öA Yn zA
öB Ya zB

öc Yc zc

für den Parameter d aus einer quadratischen Gleichung

xA l za

xB l ze

xc l zc

xA Yn zA
xB Ye zB
xc Yc zc

XA öA zA

XB öB zB

xc öc zc

xA Yn öA

xB Ye öB
xc Yc öc

xAYn l

xBYa  1
xcYc l

a
t v>e- - e

t uyz

1 yn zol
1 Ye =r l ,
1 Yc ="1

tSi, * Si' * Sf'1 o'- 2 [S.vSry6 + S"rS"o, + SyrSurJo + Srlyu + Sl= * S3r= - Si, - 0
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Man erhält dann im allgemeinen antei Lösungen für d als Wurzeln der obigen
quadratischen Gleichung. Für jede Lösung für d erhält man die übrigen
Koeffizienten in der Koordinatengleichung für E wie folgt:

a = (Suvr- dsy.)/Sry
b = (S*or- dS-)/Sr.
c=(S, .vö-dSv) /Sry

Obige Formeln können auch für den Fall verwendet werden, dass eine Ebene von
einem Punkt und einer Geraden gegebene Abstände haben soll. Man muss dann
lediglich zwei geeignete Punkte auf der Geraden herausgreifen.

Beispiel: Bestimme eine Koordinatengleichung einer Ebene, die durch zwei Punkt
A und B geht und von einem weiteren Punkt C den Abstand 3 hat. Es

/1\  /5\  /4\
sei Al2I, Bl 4 | und cl -2 l.

\-3/ \-3/ \8/

Lösung: Es gilt öR = öa = 0 und öc = 3. Man erhältfolgendes: Sr. =78, S*y = -4,
S,., = -1 1, Sy= = 22, S*yo = 18, S*0, - -9 und Sur, = 18. Die quadratische
Gleichung für d lautet 69d2 -94d - 595 = 0. Dies ergibt zwei reelle Lö-
sungen für d wie folgt: dr = 85123 und dz= -7 13. Daraus erhält man
ä1 = (18 -  22d) lZe =  -56 169,  br  =  (1  1d1 -g) tTB=2gl69,  c1  =  (18 +  ad, , ) l
7g  =29 l69,  a2= (19 -  22d2) l7g =  -g lg ,bz= (1  1d2 _g) t7g =  _4 lg  und c2
= (18 + 4dr)lTB = 1lg. Für E erhält man schlussendlich antei Lösungen
wiefo lg t :  E. , :56x -28y -292-255 = 0 und Er :  8x -4y +z-21 -  0 .




